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////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Michail Vidiassov, John C. Bowman, Alexander Grahn
//
// asylabels.js
//
// version 20120912
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript to be used with media9.sty (option `add3Djscript') for
// Asymptote generated PRC files
//
// adds billboard behaviour to text labels in Asymptote PRC files so that
// they always face the camera under 3D rotation.
//
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License, either version 1.3
// of this license or (at your option) any later version.
// The latest version of this license is in
//   http://www.latex-project.org/lppl.txt
// and version 1.3 or later is part of all distributions of LaTeX
// version 2005/12/01 or later.
//
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
// 
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

var bbnodes=new Array(); // billboard meshes
var bbtrans=new Array(); // billboard transforms

function fulltransform(mesh) 
{ 
  var t=new Matrix4x4(mesh.transform); 
  if(mesh.parent.name != "") { 
    var parentTransform=fulltransform(mesh.parent); 
    t.multiplyInPlace(parentTransform); 
    return t; 
  } else
    return t; 
} 

// find all text labels in the scene and determine pivoting points
var nodes=scene.nodes;
var nodescount=nodes.count;
var third=1.0/3.0;
for(var i=0; i < nodescount; i++) {
  var node=nodes.getByIndex(i); 
  var name=node.name;
  var end=name.lastIndexOf(".")-1;
  if(end > 0) {
    if(name.charAt(end) == "\001") {
      var start=name.lastIndexOf("-")+1;
      if(end > start) {
        node.name=name.substr(0,start-1);
        var nodeMatrix=fulltransform(node.parent);
        var c=nodeMatrix.translation; // position
        var d=Math.pow(Math.abs(nodeMatrix.determinant),third); // scale
        bbnodes.push(node);
        bbtrans.push(Matrix4x4().scale(d,d,d).translate(c).multiply(nodeMatrix.inverse));
      }
    }
  }
}

var camera=scene.cameras.getByIndex(0); 
var zero=new Vector3(0,0,0);
var bbcount=bbnodes.length;

// event handler to maintain camera-facing text labels
billboardHandler=new RenderEventHandler();
billboardHandler.onEvent=function(event)
{
  var T=new Matrix4x4();
  T.setView(zero,camera.position.subtract(camera.targetPosition),
            camera.up.subtract(camera.position));

  for(var j=0; j < bbcount; j++)
    bbnodes[j].transform.set(T.multiply(bbtrans[j]));
  runtime.refresh(); 
}
runtime.addEventHandler(billboardHandler);

runtime.refresh();



////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Alexander Grahn
//
// 3Dmenu.js
//
// version 20120912
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript used by media9.sty
//
// Extended functionality of the (right click) context menu of 3D annotations.
//
//  1.) Adds the following items to the 3D context menu:
//
//   * `Generate Default View'
//
//      Finds good default camera settings, returned as options for use with
//      the \includemedia command.
//
//   * `Get Current View'
//
//      Determines camera, cross section and part settings of the current view,
//      returned as `VIEW' section that can be copied into a views file of
//      additional views. The views file is inserted using the `3Dviews' option
//      of \includemedia.
//
//   * `Cross Section'
//
//      Toggle switch to add or remove a cross section into or from the current
//      view. The cross section can be moved in the x, y, z directions using x,
//      y, z and X, Y, Z keys on the keyboard and be tilted against and spun
//      around the upright Z axis using the Up/Down and Left/Right arrow keys.
//
//  2.) Enables manipulation of position and orientation of indiviual parts in
//      the 3D scene. Parts which have been selected with the mouse can be
//      moved around and rotated like the cross section as described above, as
//      well as scaled using the s and S keys.
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License, either version 1.3
// of this license or (at your option) any later version.
// The latest version of this license is in
//   http://www.latex-project.org/lppl.txt
// and version 1.3 or later is part of all distributions of LaTeX
// version 2005/12/01 or later.
//
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
//
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
// The code borrows heavily from Bernd Gaertners `Miniball' software,
// originally written in C++, for computing the smallest enclosing ball of a
// set of points; see: http://www.inf.ethz.ch/personal/gaertner/miniball.html
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//host.console.show();

//constructor for doubly linked list
function List(){
  this.first_node=null;
  this.last_node=new Node(undefined);
}
List.prototype.push_back=function(x){
  var new_node=new Node(x);
  if(this.first_node==null){
    this.first_node=new_node;
    new_node.prev=null;
  }else{
    new_node.prev=this.last_node.prev;
    new_node.prev.next=new_node;
  }
  new_node.next=this.last_node;
  this.last_node.prev=new_node;
};
List.prototype.move_to_front=function(it){
  var node=it.get();
  if(node.next!=null && node.prev!=null){
    node.next.prev=node.prev;
    node.prev.next=node.next;
    node.prev=null;
    node.next=this.first_node;
    this.first_node.prev=node;
    this.first_node=node;
  }
};
List.prototype.begin=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.first_node;
  return(i);
};
List.prototype.end=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.last_node;
  return(i);
};
function Iterator(it){
  if( it!=undefined ){
    this.target=it.target;
  }else {
    this.target=null;
  }
}
Iterator.prototype.set=function(it){this.target=it.target;};
Iterator.prototype.get=function(){return(this.target);};
Iterator.prototype.deref=function(){return(this.target.data);};
Iterator.prototype.incr=function(){
  if(this.target.next!=null) this.target=this.target.next;
};
//constructor for node objects that populate the linked list
function Node(x){
  this.prev=null;
  this.next=null;
  this.data=x;
}
function sqr(r){return(r*r);}//helper function

//Miniball algorithm by B. Gaertner
function Basis(){
  this.m=0;
  this.q0=new Array(3);
  this.z=new Array(4);
  this.f=new Array(4);
  this.v=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.a=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.c=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.sqr_r=new Array(4);
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=0;
  this.reset();
}
Basis.prototype.center=function(){return(this.current_c);};
Basis.prototype.size=function(){return(this.m);};
Basis.prototype.pop=function(){--this.m;};
Basis.prototype.excess=function(p){
  var e=-this.current_sqr_r;
  for(var k=0;k<3;++k){
    e+=sqr(p[k]-this.current_c[k]);
  }
  return(e);
};
Basis.prototype.reset=function(){
  this.m=0;
  for(var j=0;j<3;++j){
    this.c[0][j]=0;
  }
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=-1;
};
Basis.prototype.push=function(p){
  var i, j;
  var eps=1e-32;
  if(this.m==0){
    for(i=0;i<3;++i){
      this.q0[i]=p[i];
    }
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[0][i]=this.q0[i];
    }
    this.sqr_r[0]=0;
  }else {
    for(i=0;i<3;++i){
      this.v[this.m][i]=p[i]-this.q0[i];
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      this.a[this.m][i]=0;
      for(j=0;j<3;++j){
        this.a[this.m][i]+=this.v[i][j]*this.v[this.m][j];
      }
      this.a[this.m][i]*=(2/this.z[i]);
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      for(j=0;j<3;++j){
        this.v[this.m][j]-=this.a[this.m][i]*this.v[i][j];
      }
    }
    this.z[this.m]=0;
    for(j=0;j<3;++j){
      this.z[this.m]+=sqr(this.v[this.m][j]);
    }
    this.z[this.m]*=2;
    if(this.z[this.m]<eps*this.current_sqr_r) return(false);
    var e=-this.sqr_r[this.m-1];
    for(i=0;i<3;++i){
      e+=sqr(p[i]-this.c[this.m-1][i]);
    }
    this.f[this.m]=e/this.z[this.m];
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[this.m][i]=this.c[this.m-1][i]+this.f[this.m]*this.v[this.m][i];
    }
    this.sqr_r[this.m]=this.sqr_r[this.m-1]+e*this.f[this.m]/2;
  }
  this.current_c=this.c[this.m];
  this.current_sqr_r=this.sqr_r[this.m];
  ++this.m;
  return(true);
};
function Miniball(){
  this.L=new List();
  this.B=new Basis();
  this.support_end=new Iterator();
}
Miniball.prototype.mtf_mb=function(it){
  var i=new Iterator(it);
  this.support_end.set(this.L.begin());
  if((this.B.size())==4) return;
  for(var k=new Iterator(this.L.begin());k.get()!=i.get();){
    var j=new Iterator(k);
    k.incr();
    if(this.B.excess(j.deref()) > 0){
      if(this.B.push(j.deref())){
        this.mtf_mb(j);
        this.B.pop();
        if(this.support_end.get()==j.get())
          this.support_end.incr();
        this.L.move_to_front(j);
      }
    }
  }
};
Miniball.prototype.check_in=function(b){
  this.L.push_back(b);
};
Miniball.prototype.build=function(){
  this.B.reset();
  this.support_end.set(this.L.begin());
  this.mtf_mb(this.L.end());
};
Miniball.prototype.center=function(){
  return(this.B.center());
};
Miniball.prototype.radius=function(){
  return(Math.sqrt(this.B.current_sqr_r));
};

//functions called by menu items
function calc3Dopts () {
  //create Miniball object
  var mb=new Miniball();
  //auxiliary vector
  var corner=new Vector3();
  //iterate over all visible mesh nodes in the scene
  for(i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    if(!mesh.visible) continue;
    //local to parent transformation matrix
    var trans=mesh.transform;
    //build local to world transformation matrix by recursively
    //multiplying the parent's transf. matrix on the right
    var parent=mesh.parent;
    while(parent.transform){
      trans=trans.multiply(parent.transform);
      parent=parent.parent;
    }
    //get the bbox of the mesh (local coordinates)
    var bbox=mesh.computeBoundingBox();
    //transform the local bounding box corner coordinates to
    //world coordinates for bounding sphere determination
    //BBox.min
    corner.set(bbox.min);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //BBox.max
    corner.set(bbox.max);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //remaining six BBox corners
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
  }
  //compute the smallest enclosing bounding sphere
  mb.build();
  //
  //current camera settings
  //
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var res=''; //initialize result string
  //aperture angle of the virtual camera (perspective projection) *or*
  //orthographic scale (orthographic projection)
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov*180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('\n3Daac=%s,', aac);
  }else{
      camera.viewPlaneSize=2.*mb.radius();
      res+=host.util.printf('\n3Dortho=%s,', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  //camera roll
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('\n3Droll=%s,',roll);
  //target to camera vector
  var c2c=new Vector3();
  c2c.set(camera.position);
  c2c.subtractInPlace(camera.targetPosition);
  c2c.normalize();
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('\n3Dc2c=%s %s %s,', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  //
  //new camera settings
  //
  //bounding sphere centre --> new camera target
  var coo=new Vector3();
  coo.set((mb.center())[0], (mb.center())[1], (mb.center())[2]);
  if(coo.length)
    res+=host.util.printf('\n3Dcoo=%s %s %s,', coo.x, coo.y, coo.z);
  //radius of orbit
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var roo=mb.radius()/ Math.sin(aac * Math.PI/ 360.);
  }else{
    //orthographic projection
    var roo=mb.radius();
  }
  res+=host.util.printf('\n3Droo=%s,', roo);
  //update camera settings in the viewer
  var currol=camera.roll;
  camera.targetPosition.set(coo);
  camera.position.set(coo.add(c2c.scale(roo)));
  camera.roll=currol;
  //determine background colour
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('\n3Dbg=%s %s %s,', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  //determine lighting scheme
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+=host.util.printf('\n3Dlights=%s,', curlights);
  //determine global render mode
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      currender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      currender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      currender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      currender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      currender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      currender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      currender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      currender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      currender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      currender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      currender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      currender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      currender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      currender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(currender!='Solid')
    res+=host.util.printf('\n3Drender=%s,', currender);
  //write result string to the console
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Copy and paste the following text to the\n'+
    '%% option list of \\includemedia!\n%%' + res + '\n');
}

function get3Dview () {
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var coo=camera.targetPosition;
  var c2c=camera.position.subtract(coo);
  var roo=c2c.length;
  c2c.normalize();
  var res='VIEW%=insert optional name here\n';
  if(!(coo.x==0 && coo.y==0 && coo.z==0))
    res+=host.util.printf('  COO=%s %s %s\n', coo.x, coo.y, coo.z);
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('  C2C=%s %s %s\n', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  if(roo > 1e-9)
    res+=host.util.printf('  ROO=%s\n', roo);
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('  ROLL=%s\n', roll);
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov * 180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('  AAC=%s\n', aac);
  }else{
    if(host.util.printf('%.4f', camera.viewPlaneSize)!=1)
      res+=host.util.printf('  ORTHO=%s\n', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('  BGCOLOR=%s %s %s\n', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+='  LIGHTS='+curlights+'\n';
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      defaultrender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      defaultrender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      defaultrender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      defaultrender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      defaultrender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      defaultrender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      defaultrender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      defaultrender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      defaultrender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      defaultrender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      defaultrender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      defaultrender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      defaultrender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(defaultrender!='Solid')
    res+='  RENDERMODE='+defaultrender+'\n';
  for(var i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    var meshUTFName = '';
    for (var j=0; j<mesh.name.length; j++) {
      var theUnicode = mesh.name.charCodeAt(j).toString(16);
      while (theUnicode.length<4) theUnicode = '0' + theUnicode;
      meshUTFName += theUnicode;
    }
    var end=mesh.name.lastIndexOf('.');
    if(end>0) var meshUserName=mesh.name.substr(0,end);
    else var meshUserName=mesh.name;
    respart='  PART='+meshUserName+'\n';
    respart+='    UTF16NAME='+meshUTFName+'\n';
    defaultvals=true;
    if(!mesh.visible){
      respart+='    VISIBLE=false\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(mesh.opacity<1.0){
      respart+='    OPACITY='+mesh.opacity+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    currender=defaultrender;
    switch(mesh.renderMode){
      case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
        currender='BoundingBox';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
        currender='TransparentBoundingBox';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
        currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
      case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
        currender='Vertices';break;
      case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
        currender='ShadedVertices';break;
      case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
        currender='Wireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
        currender='ShadedWireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_SOLID:
        currender='Solid';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
        currender='Transparent';break;
      case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
        currender='SolidWireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
        currender='TransparentWireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
        currender='Illustration';break;
      case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
        currender='SolidOutline';break;
      case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
        currender='ShadedIllustration';break;
      case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
        currender='HiddenWireframe';break;
      //case scene.RENDER_MODE_DEFAULT:
      //  currender='Default';break;
    }
    if(currender!=defaultrender){
      respart+='    RENDERMODE='+currender+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(!mesh.transform.isEqual(origtrans[mesh.name])){
      var lvec=mesh.transform.transformDirection(new Vector3(1,0,0));
      var uvec=mesh.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
      var vvec=mesh.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
      respart+='    TRANSFORM='
               +lvec.x+' '+lvec.y+' '+lvec.z+' '
               +uvec.x+' '+uvec.y+' '+uvec.z+' '
               +vvec.x+' '+vvec.y+' '+vvec.z+' '
               +mesh.transform.translation.x+' '
               +mesh.transform.translation.y+' '
               +mesh.transform.translation.z+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    respart+='  END\n';
    if(!defaultvals) res+=respart;
  }

  //detect existing Clipping Plane (3D Cross Section)
  var clip=null;
  for(i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    if(
       scene.nodes.getByIndex(i).name == '$$$$$$' ||
       scene.nodes.getByIndex(i).name == 'Clipping Plane'
    ) {
      clip=scene.nodes.getByIndex(i);
    }
  }
  if(clip){
    var centre=clip.transform.translation;
    var normal=clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
    res+='  CROSSSECT\n';
    if(!(centre.x==0 && centre.y==0 && centre.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    CENTER=%s %s %s\n', centre.x, centre.y, centre.z);
    if(!(normal.x==1 && normal.y==0 && normal.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    NORMAL=%s %s %s\n', normal.x, normal.y, normal.z);
    res+='  END\n';
  }
  res+='END\n';
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Add the following VIEW section to a file of\n'+
    '%% predefined views (See option "3Dviews"!).\n%%\n' +
    '%% The view may be given a name after VIEW=...\n' +
    '%% (Remove \'%\' in front of \'=\'.)\n%%');
  host.console.println(res + '\n');
}

//add items to 3D context menu
runtime.addCustomMenuItem("dfltview", "Generate Default View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("currview", "Get Current View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);

//menu event handlers
menuEventHandler = new MenuEventHandler();
menuEventHandler.onEvent = function(e) {
  switch(e.menuItemName){
    case "dfltview": calc3Dopts(); break;
    case "currview": get3Dview(); break;
    case "csection":
      addremoveClipPlane(e.menuItemChecked);
      break;
  }
};
runtime.addEventHandler(menuEventHandler);

//global variable taking reference to currently selected mesh node;
var mshSelected=null;
selectionEventHandler=new SelectionEventHandler();
selectionEventHandler.onEvent=function(e){
  if(e.selected && e.node.constructor.name=="Mesh"){
    mshSelected=e.node;
  }else{
    mshSelected=null;
  }
}
runtime.addEventHandler(selectionEventHandler);

cameraEventHandler=new CameraEventHandler();
cameraEventHandler.onEvent=function(e){
  runtime.removeCustomMenuItem("csection");
  runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);
  for(i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    if(
       scene.nodes.getByIndex(i).name == '$$$$$$' ||
       scene.nodes.getByIndex(i).name == 'Clipping Plane'
    ) {
      runtime.removeCustomMenuItem("csection");
      runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 1);
    }
  }
}
runtime.addEventHandler(cameraEventHandler);

//key event handler for moving, spinning and tilting objects
keyEventHandler=new KeyEventHandler();
keyEventHandler.onEvent=function(e){
  var target=null;
  var backtrans=new Matrix4x4();
  if(mshSelected){
    target=mshSelected;
    var trans=target.transform;
    var parent=target.parent;
    while(parent.transform){
      //build local to world transformation matrix
      trans.multiplyInPlace(parent.transform);
      //also build world to local back-transformation matrix
      backtrans.multiplyInPlace(parent.transform.inverse.transpose);
      parent=parent.parent;
    }
    backtrans.transposeInPlace();
  }else{
    try {
      target=scene.nodes.getByName("Clipping Plane");
    }catch(e){
      var ndcnt=scene.nodes.count;
      target=scene.createClippingPlane();
      if(ndcnt!=scene.nodes.count){
        target.remove();
        target=null;
      }
    }
  }
  if(!target) return;
  switch(e.characterCode){
    case 30://tilt up
      tiltTarget(target, -Math.PI/900);
      break;
    case 31://tilt down
      tiltTarget(target, Math.PI/900);
      break;
    case 28://spin right
      spinTarget(target, -Math.PI/900);
      break;
    case 29://spin left
      spinTarget(target, Math.PI/900);
      break;
    case 120: //x
      translateTarget(target, new Vector3(1,0,0), e);
      break;
    case 121: //y
      translateTarget(target, new Vector3(0,1,0), e);
      break;
    case 122: //z
      translateTarget(target, new Vector3(0,0,1), e);
      break;
    case 88: //shift + x
      translateTarget(target, new Vector3(-1,0,0), e);
      break;
    case 89: //shift + y
      translateTarget(target, new Vector3(0,-1,0), e);
      break;
    case 90: //shift + z
      translateTarget(target, new Vector3(0,0,-1), e);
      break;
    case 115: //s
      scaleTarget(target, 1, e);
      break;
    case 83: //shift + s
      scaleTarget(target, -1, e);
      break;
  }
  if(mshSelected)
    target.transform.multiplyInPlace(backtrans);
}
runtime.addEventHandler(keyEventHandler);

function tiltTarget(t,a){
  var centre=new Vector3();
  if(mshSelected) {
    centre.set(t.transform.transformPosition(t.computeBoundingBox().center));
  }else{
    centre.set(t.transform.translation);
  }
  var rotVec=t.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  rotVec.normalize();
  t.transform.translateInPlace(centre.scale(-1));
  t.transform.rotateAboutVectorInPlace(a, rotVec);
  t.transform.translateInPlace(centre);
}

function spinTarget(t,a){
  var centre=new Vector3();
  var rotVec=new Vector3(0,0,1);
  if(mshSelected) {
    centre.set(t.transform.transformPosition(t.computeBoundingBox().center));
    rotVec.set(t.transform.transformDirection(rotVec));
    rotVec.normalize();
  }else{
    centre.set(t.transform.translation);
  }
  t.transform.translateInPlace(centre.scale(-1));
  t.transform.rotateAboutVectorInPlace(a, rotVec);
  t.transform.translateInPlace(centre);
}

//translates object by amount calculated based on Canvas size
function translateTarget(t, d, e){
  var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
  if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
    var scale=Math.tan(cam.fov/2)
              *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }else{
    var scale=cam.viewPlaneSize/2
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }
  t.transform.translateInPlace(d.scale(scale));
}

//scales object by amount calculated based on Canvas size
function scaleTarget(t, d, e){
  if(mshSelected) {
    var bbox=t.computeBoundingBox();
    var diag=new Vector3(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    diag.subtractInPlace(bbox.min);
    var dlen=diag.length;

    var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
    if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
      var scale=Math.tan(cam.fov/2)
                *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
                /dlen
                /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
    }else{
      var scale=cam.viewPlaneSize/2
                /dlen
                /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
    }
    var centre=new Vector3();
    centre.set(t.transform.transformPosition(t.computeBoundingBox().center));
    t.transform.translateInPlace(centre.scale(-1));
    t.transform.scaleInPlace(1+d*scale);
    t.transform.translateInPlace(centre);
  }
}

function addremoveClipPlane(chk) {
  var clip=scene.createClippingPlane();
  if(chk){
    //add Clipping Plane and place its center either into the camera target
    //position or into the centre of the currently selected mesh node
    var centre=new Vector3();
    if(mshSelected){
      //local to parent transformation matrix
      var trans=mshSelected.transform;
      //build local to world transformation matrix by recursively
      //multiplying the parent's transf. matrix on the right
      var parent=mshSelected.parent;
      while(parent.transform){
        trans=trans.multiply(parent.transform);
        parent=parent.parent;
      }
      //get the centre of the mesh (local coordinates)
      centre.set(mshSelected.computeBoundingBox().center);
      //transform the local coordinates to world coords
      centre.set(trans.transformPosition(centre));
      mshSelected=null;
    }else{
      centre.set(scene.cameras.getByIndex(0).targetPosition);
    }
    clip.transform.setView(
      new Vector3(0,0,0), new Vector3(1,0,0), new Vector3(0,1,0));
    clip.transform.translateInPlace(centre);
  }else{
    clip.remove();
  }
}

//function to store current transformation matrix of all mesh nodes in the scene
function getCurTrans() {
  var nc=scene.meshes.count;
  var tA=new Array(nc);
  for(var i=0; i<nc; i++){
    var cm=scene.meshes.getByIndex(i);
    tA[cm.name]=new Matrix4x4(cm.transform);
  }
  return tA;
}

//function to restore transformation matrices given as arg
function restoreTrans(tA) {
  for(var i=0; i<tA.length; i++){
    var msh=scene.meshes.getByIndex(i);
    msh.transform.set(tA[msh.name]);
  }
}

//store original transformation matrix of all mesh nodes in the scene
var origtrans=getCurTrans();

//set initial state of "Cross Section" menu entry
cameraEventHandler.onEvent(1);

//host.console.clear();
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中考加油站

1.1 2013年初中毕业生中考数学模拟试题——谢勇

（时间：120分钟 满分：120分）

一、 选择题（每小题 3分，共 36分）

1. 下列实数中是无理数的是 （ ）

（A）
√
2 （B）

√
4 （C）1

3
（D）3.14

2. 如图 1.1.1，直线 l1 � l2，∠1 = 55◦，∠2 = 65◦，则 ∠3为 （ ）

（A）50◦ （B）55◦ （C）60◦ （D）65◦

..

l1

.

l2

.

1

.

2

.
3

图 1.1.1

..

5米

. α.
A

.

B

图 1.1.2

3. 为了加快 3G网络建设，某市电信运营企业将根据各自发展规划，今年预计完成 3G投资 2800万元左右，
将 2800万元用科学记数法表示为多少元时，下列记法正确的是 （ ）

（A）2.8× 103 （B）2.8× 106 （C）2.8× 107 （D）2.8× 108

4. 下列计算正确的是 （ ）

（A）a2 · a3 = a6 （B）a8 ÷ a4 = a2 （C）a3 + a2 = a5 （D）(2a2)3 = 8a6

5. 下列事件是随机事件的是 （ ）

（A）在一个标准大气压下，加热到 100 ◦C，水沸腾

（B）在一个仅装着白球和黑球的袋中摸球，摸出红球

（C）有一名运动员奔跑的速度是 30米/秒

（D）购买一张福利彩票，中奖

6. 若相交两圆的半径分别为 1和 2，则此两圆的圆心距可能是 （ ）

（A）1 （B）2 （C）3 （D）4

7. 如图 1.1.2，幸福新村准备在坡角为 α的山坡上栽树，要求相邻两树之间的水平距离为 5米，那么这两树
在坡面上的距离 AB（单位：米）为 （ ）

（A）5 cosα （B） 5

cosα （C）5 sinα （D） 5

sinα

8. 下面所给图形中是中心对称图形但不是轴对称图形的是 （ ）

（A） . （B） . （C） . （D） .

1



中考加油站 初中数学

9. 2013年春某市发生了严重干旱，该市政府号召居民节约用水。为了解居民用水情况，在某小区随机抽查
了 10户家庭的月用水量，结果如下表。

月用水量（吨） 5 6 7
户数 2 6 2

则关于这 10户家庭的月用水量，下列说法错误的是 （ ）

（A）众数是 6 （B）极差是 2 （C）平均数是 6 （D）方差是 4

10. 某种商品零售价经过两次降价后的价格为降价前的 81%，则平均每次降价 （ ）

（A）10% （B）19% （C）9.5% （D）20%

11. 下列命题错. 误.的是 （ ）

（A）若 a < 1，则 (a− 1)

√
1

1− a
= −

√
1− a

（B）若
√
(3− a)2 = a− 3，则 a ⩾ 3

（C）依次连接菱形各边中点得到的四边形是矩形

（D）
√
81的算术平方根是 9

12. 已知二次函数 y = ax2 + bx+ c的图象与 x轴交于点 (−2, 0)，(x1, 0)，且 1 < x1 < 2，与 y轴的正半轴的

交点在 (0, 2)的下方，下列结论：① 4a− 2b+ c = 0；② a < b < 0；③ 2a+ c > 0；④ 2a− b+ 1 > 0。其

中正确结论的个数是 （ ）

（A）1个 （B）2个 （C）3个 （D）4个

二、 填空题（每小题 3分，共 15分）

13. 如图 1.1.3，点 B、F、C、E 在同一条直线上，点 A、D在直线 BE 的两侧，AB �DE，BF = CE，请

添加一个适当的条件 ，使得 AC = DF。

.. C.

A

.B . E.

D

.
F

图 1.1.3

..
主视图

.
俯视图

图 1.1.4

..
E
.

B
.

C
.

D

.

A

.

F

.

G

图 1.1.5

14. 某校组织开展了“文明从我做起”的知识竞赛，共有 20道题。答对一题记 10分，答错（或不答）一题记
−5分。小明参加本次竞赛得分要超过 100分，他至少要答对 道题。

15. 关于 x的分式方程
m

x− 1
+

3

1− x
= 1的解为正数，则m的取值范围是 。

16. 一个几何体由一些大小相同的小正方体组成，如图 1.1.4是它的主视图和俯视图，那么组成该几何体所需
小正方体的个数最少为 。

17. 如图 1.1.5，在直角梯形 ABCD中，AD �BC，∠ABC = 90◦，∠C = 60◦，BC = 2AD = 2
√
3，点 E是

BC 边的中点，△DEF 是等边三角形，DF 交 AB于点 G，则△BFG的周长为 。

2



中考加油站 初中数学

三、 解答题（共 69分）

18. （本题满分 5分）已知正比例函数 y = 2x的图象与反比例函数 y =
k

x
的图象有一个交点的纵坐标是 2。

（1）求反比例函数的解析式；

（2）当 −3 ⩽ x ⩽ −1时，求反比例函数 y的取值范围。

19. （本题满分 6分）先化简，再求值：
(

x2

x− 2
− 4

x− 2

)
× 1

x2 + 2x
，其中 x =

1

4
。

20. 2013年 7月 1日是香港回归 16周年纪念日，某市各单位都举行了“迎回归，献歌舞”活动。某中学将参
加本校预赛选手的成绩（满分为 100分，得分为整数，最低分为 80分，且无满分）分成四组，并绘制了
如下的统计图（图 1.1.6），请根据统计图的信息解答下列问题。

（1）参加本校预赛选手共 人；

（2）参加预赛选手成绩的中位数所在组的范围是 ；

（3）成绩在 94.5分以上的预赛选手中，男生和女生各占一半。学校从中随机确定 2 名参加市“迎回归，
献歌舞”活动，则恰好是一名男生和一名女生的概率为 。

..
0
.

分数
.

人数

.
79.5

.
84.5

.
89.5

.
94.5

.
99.5

.
4
.

32

.

20

图 1.1.6

21. 如图 1.1.7，在四边形ABCD中，E是BA延长线上一点，连接EC，交AD于 F 点，若EC 平分∠BCD，

且 BE = BC，BA = CD，求证：BA = FD。

..C.B .

E

.

D

.

A

.

F

图 1.1.7

22. 如图 1.1.8，在平面直角坐标系中，△ABC 的顶点坐标是 A(−7, 1)，B(1, 1)，C(1, 7)。线段DE的端点坐

标是 D(7,−1)，E(−1,−7)。

（1）试说明如何平移线段 AC，使其与线段 ED重合；

（2）将△ABC 绕坐标原点 O逆时针旋转，使 AC 的对应边为DE，请直接写出点 B的对应点 F 的坐标；

（3）画出（2）中的△DEF，并和△ABC 同时绕坐标原点 O逆时针旋转 90◦，画出旋转后的图形。

3



中考加油站 初中数学

.. x.

y

.
O
.A . B.

C

.
D

.

E

图 1.1.8

23. 如图 1.1.9，AB 为 ⊙O的直径，CD ⊥ AB 于点 E，交 ⊙O于点 D，OF ⊥ AC 于点 F。

（1）请写出三条与 BC 有关的正确结论；

（2）当 ∠D = 30◦，BC = 1时，求圆中阴影部分的面积。

..
O
.

C

.A . B.
E

.

D

.

F

图 1.1.9

24. 为发展旅游经济，我市某景区对门票采用灵活的售票方法吸引游客。门票定价为 50元/人，非节假日打 a

折售票，节假日按团队人数分段定价售票，即 m人以下（含 m人）的团队按原价售票；超过 m人的团

队，其中m人仍按原价售票，超过m人部分的游客打 b折售票。设某旅游团人数为 x人，非节假日购票

款为 y1（元），节假日购票款为 y2（元）。y1，y2 与 x之间的函数图象如图 1.1.10所示。

..
O
.

x
.

y

.

y1

.

y2

.
10

.

500

.
300

.
20

.

900

图 1.1.10

（1）观察图象可知：a = ；b = ；m = ；

（2）直接写出 y1，y2 与 x之间的函数关系式；

（3）某旅行社导游王娜于 5月 1日带 A团，5月 20日（非节假日）带 B团都到该景区旅游，共付门票款
1900元，A，B两个团队合计 50人，求 A，B两个团队各有多少人？

4
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25. 将 Rt△ACB与正方形 CDEF 如图 1.1.11放置，∠ACB = 90◦，A、D、E、B在一条直线上，BC与 EF

相交于 G点。

（1）求证：AD = GF；

（2）点 P 是 DE 上的一个点，连接 PC，PG，且 ∠PCG = 45◦。

①探究 PD，PG，FG三条线段之间存在何数量关系，写出你的结论并证明；

②若正方形 CDEF 的边长是 6，BE = 3，求 tan∠BPG的值。

..

A

.

B

.C.

D

.

E

. F.

P

.

G

图 1.1.11

26. 如图 1.1.12，在平面直角坐标系中，O是坐标原点，直线 y = −3

4
x+9与 x轴，y 轴分别交于 B，C 两点，

抛物线 y = −1

4
x2 + bx+ c经过 B，C 两点，与 x轴的另一个交点为点 A，动点 P 从点 A出发沿 AB 以

每秒 3个单位长度的速度向点 B 运动，运动时间为 t（0 < t < 5）秒。

（1）求抛物线的解析式及点 A的坐标；

（2）以 OC 为直径的 ⊙O′ 与 BC 交于点M，当 t为何值时，PM 与 ⊙O′相切？请说明理由；

（3）在点 P 从点 A出发的同时，动点 Q从点 B 出发沿 BC 以每秒 3个单位长度的速度向点 C 运动，动

点 N 从点 C 出发沿 CA以每秒
3
√
10

5
个单位长度的速度向点 A运动，运动时间和点 P 相同。

①记△BPQ的面积为 S，当 t为何值时，S 最大，最大值是多少？

②是否存在△NCQ为直角三角形的情形，若存在，求出相应的 t值；若不存在，请说明理由。

..
x

.

y

.
O
.

A
.

B
.

C

.

M

.
P

.

Q

.

N

.

O′

图 1.1.12
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1.2 2013年初中毕业生中考数学模拟试题参考答案——谢勇

一、选择题

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
答案 A C C D D B B C D A D D

二、填空题

13. 答案不唯一，如 ∠A = ∠D等 14. 14 15. m > 2且m ̸= 3 16. 4 17. 3 +
√
3

三、解答题

18. 解 （1）由题意，得 2x = 2，所以 x = 1。

将 x = 1，y = 2代入 y =
k

x
中，得 k = 1× 2 = 2。

所以所求反比例函数的解析式为 y =
2

x
；

（2）当 x = −3时，y = −2

3
；当 x = −1时，y = −2。

因为 2 > 0，所以反比例函数在每个象限内 y随 x的增大而减小。

所以 −3 ⩽ x ⩽ −1时，反比例函数 y的取值范围为 −2 ⩽ y ⩽ −2

3
。

19. 解
(

x2

x− 2
− 4

x− 2

)
× 1

x2 + 2x
=

x2 − 4

x− 2
× 1

x2 + 2x
=

(x+ 2)(x− 2)

x− 2
× 1

x(x+ 2)
=

1

x
。

当 x =
1

4
时，原式 =

1
1

4

= 4。

20. 解 （1）60；（2）84.5 ∼ 89.5；（3）2

3
。

21. 证明 因为 EC 平分 ∠BCD，所以 ∠BCE = ∠DCF。

因为 BE = BC，所以 ∠E = ∠BCE，所以 ∠DCF = ∠E，所以 BE � CD，即 BA � CD。

又因为 BA = CD，所以四边形 ABCD是平行四边形，所以 AD � BC，所以 ∠DFC = ∠BCE。

而 ∠BCE = ∠DCF，所以 ∠DFC = ∠DCF，所以 FD = CD，所以 BA = FD。

.. x.

y

.A . B.

C

.
D

.

E

.
F

图 1.2.1

22. 解 （1）将线段 AC 先向右平移 6个单位，再向下平移 8个单位（其它平移方式也可以）；
（2）根据 A，C 对应点的坐标即可得出 F (−l,−1)；

（3）画出如图 1.2.1所示的正确图形。

6
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23. 解 （1）答案不唯一，只要合理均可。例如：
① BC = BD；② OF � BC；③ ∠BCD = ∠A；④ △BCE ∼ △OAF；⑤ BC2 = BE · AB；⑥ BC2 =

CE2 +BE2；⑦△ABC 是直角三角形；⑧△BCD是等腰三角形；等等。

..
O
.

C

.A . B.
E

.

D

.

F

图 1.2.2

（2）如图 1.2.2，连接 OC，则 OC = OA = OB。

因为 ∠D = 30◦，所以 ∠A = ∠D = 30◦，所以 ∠AOC = 120◦。

因为 AB 为 ⊙O的直径，所以 ∠ACB = 90◦。

在 Rt△ABC 中，BC = 1，所以 AB = 2，AC =
√
3。

因为 OF ⊥ AC，所以 AF = CF。

因为 OA = OB，所以 OF 是△ABC 的中位线，所以 OF =
1

2
BC =

1

2
。

所以 S△AOC =
1

2
AC ·OF =

1

2
×

√
3× 1

2
=

√
3

4
，S扇形AOC =

1

3
π×OA2 =

π
3
。

所以 S阴影 = S扇形AOC − S△AOC =
π
3
−

√
3

4
。

24. 解 （1）a = 6；b = 8；m = 10；

（2）y1 = 30x；y2 =

50x， 0 ⩽ x ⩽ 10，

40x+ 100， x > 10。

（3）设 A团有 n人，则 B团有 50− n人。

当 0 ⩽ n ⩽ 10时，50n+ 30(50− n) = 1900。解之，得 n = 20，这与 n ⩽ 10矛盾。

当 n > 10时，40n+ 100 + 30(50− n) = 1900。解之，得 n = 30。

50− 30 = 20。

答：A团有 30人，B团有 20人。

25. 证明 （1）因为四边形 CDEF 是正方形，所以 CD = CF，∠DCF = ∠CDE = ∠F = 90◦。

所以 ∠DCG+ ∠GCF = 90◦。又因为 ∠ACB = ∠ACD + ∠DCG = 90◦，所以 ∠ACD = ∠GCF。

而 ∠ADC = 180◦ − ∠CDE = 90◦，所以 ∠ADC = ∠F = 90◦，所以△ACD ∼= △GCF，所以 AD = GF。

（2）① PD + FG = PG。

由（1）知 ∠ACD = ∠GCF，又 ∠GCF +∠DCP = ∠DCF −∠PCG = 90◦ − 45◦ = 45◦，所以 ∠ACD +

∠DCP = ∠ACP = 45◦。所以 ∠ACP = ∠PCG = 45◦。

又由（1）知△ACD ∼= △GCF，所以 CA = CG，AD = FG。

而 CP = CP，所以△ACP ∼= △GCP，所以 PA = PG。

因为 PA = AD + PD = FG+ PD，所以 PD + FG = PG。

②方法一：因为四边形 CDEF 是正方形，所以 CF � DE，所以 ∠FCG = ∠B。

又因为 ∠CGF = ∠BGE，所以△CGF ∼ △BGE，所以
CF

BE
=

FG

EG
，即

6

3
=

FG

6− FG
，解得 FG = 4。

所以 AD = 4，GE = EF − FG = 6− 4 = 2。

设 DP = x，则 PE = 6− x，PG = x+ 4。

7
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在 Rt△PEG中，因为 PE2 +GE2 = PG2，所以 (6− x)2 + 22 = (x+ 4)2，解得 x = 1.2。

所以 PE = 6− 1.2 = 4.8，所以 tan∠EPG =
GE

PE
=

2

4.8
=

5

12
，即 tan∠BPG =

5

12
。

方法二：因为 ∠ACD + ∠DCB = ∠ACB = 90◦，∠DCB + ∠B = 90◦，所以 ∠ACD = ∠B。
又因为 ∠ADC = ∠CDB = 90◦，所以 △ACD ∼ △CBD，所以

AD

CD
=

CD

BD
，所以

AD

6
=

6

6 + 3
，解得

AD = 4，所以 FG = 4，GE = 2。

设 DP = x，则 PE = 6− x，PG = x+ 4。

接下来同方法一。

26. 解 （1）在 y = −3

4
x+ 9中，令 x = 0，得 y = 9；令 y = 0，得 x = 12，所以 (0, 9)，B(12, 0)。

又抛物线经过 B，C 两点，所以

 c = 9，

−36 + 12b+ c = 0，
解得


b =

9

4
，

c = 9，

所以 y = −1

4
x2 +

9

4
x+ 9。

于是令 y = 0，得 −1

4
x2 +

9

4
x+ 9 = 0，解得 x1 = −3，x2 = 12，所以 A(−3, 0)。

（2）当 t = 3秒时，PM 与 ⊙O′ 相切。如图 1.2.3，连接 OM。

因为 OC 是 ⊙O′ 的直径，所以 ∠OMC = 90◦，所以 ∠OMB = 90◦。

因为 O′O是 ⊙O′的半径，O′O ⊥ OP，所以 OP 是 ⊙O′ 的切线。

而 PM 是 ⊙O′的切线，所以 PM = PO，所以 ∠POM = ∠PMO。

又因为 ∠POM + ∠OBM = 90◦，∠PMO + ∠PMB = 90◦，所以 ∠PMB = ∠OBM，所以 PM = PB。

所以 PO = PB =
1

2
OB = 6，所以 PA = OA+ PO = 3 + 6 = 9，此时 t = 3（秒）。

所以当 t = 3秒，PM 与 ⊙O′ 相切。

..
x

.

y

.
O
.

A
.

B
.

C

.

M

.
P

.

O′

图 1.2.3

..
x

.

y

.
O
.

A
.

B
.

C

.

M

.
P

.

Q

.

N

.

O′

.
D

图 1.2.4

（3）①如图 1.2.4，过点 Q作 QD ⊥ OB 于点 D。

因为 OC ⊥ OB，QD � OC，所以△BQD ∼ △BCO，所以
QD

OC
=

BQ

BC
。

又因为 OC = 9，BQ = 3t，BC =
√
OC2 +OB2 =

√
92 + 122 = 15，所以

QD

9
=

3t

15
，解得 QD =

9

5
t。

所以 S△BPQ =
1

2
BP ·QD =

1

2
× (15− 3t) · 9

5
t = −27

10
t2 +

27

2
t，即 S = −27

10
t2 +

27

2
t。

即 S = −27

10

(
t− 5

2

)2

+
135

8
，故当 r =

5

2
时，S 最大，最大值为

135

8
。

②存在△NCQ为直角三角形的情形。

因为 BC = BA = 15，所以 ∠BCA = ∠BAC，即 ∠NCQ = ∠CAO。

所以△NCQ欲为直角三角形，∠NCQ ̸= 90◦，只存在 ∠NQC = 90◦和 ∠QNC = 90◦两种情况。

8
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当 ∠NQC = 90◦ 时，∠NQC = ∠COA = 90◦，∠NCQ = ∠CAO，所以 △NCQ ∼ △CAO，所以

NC

CA
=

CQ

AO
，所以

3
√
10

5
t

√
32 + 92

=
15− 3t

3
，解得 t =

25

6
。

当 ∠QNC = 90◦ 时，∠QNC = ∠COA = 90◦，∠QCN = ∠CAO，所以 △QCN ∼ △CAO，所以

CQ

AC
=

NC

OA
，所以

15− 3t√
32 + 92

=

3
√
10

5
t

3
，解得 t =

5

3
。

综上，存在△NCQ为直角三角形的情形，t的值为
25

6
和

5

3
。
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数学评书

2.1 《智慧宝典》第三部第七回　途中遇海盗　单招破顽敌——陈海烽

话说两位小英雄在船上揭露了庄家的阴谋后，将所得的银两还与众人。此时众人对两位英雄更是刮目相看，

大家都决心正道，不再参与赌博之事。

船行过几海里，忽然看到两条小船疾速开来。只听一声大喊：“停下！停下！”小船上的人很快用鹰爪钩钩

住了船板，不一会儿都上了大船，两位首领长得有点相似。只听他们大叫，“转过身去，否则格杀勿论，把自

己的口袋等翻出来，违者立即处死！”众人慌作一团，只有两个小英雄面无惧色，依旧我行我素。

这时两个领头的发话了：“听见没有，你俩找死吗？”其中一个络腮胡子的首领说完就使出了一招。两人一

看，这不就是四心老人的徒弟吗，怎么这么恶毒。说了一声，来得好！只见电光一闪是：

招式一 已知点 O 是平面上的一个定点，A，B，C 是平面上不共线的三点，动点 P 满足
#    »

OP =
#    »

OA +

λ

(
#    »

AB∣∣ #    »

AB
∣∣ +

#    »

AC∣∣ #    »

AC
∣∣
)
，λ ∈ (0,+∞)。则 P 点的轨迹一定通过△ABC 的 （ ）

（A）外心 （B）内心 （C）重心 （D）垂心

只见小豪很快就击中这个络腮胡子的内心，顿时渗血而出。

这时旁边一个首领又朝小豪击来，只见小英上前一挡，赫然也是亮光一道剑气：

招式二 已知点 O 是平面上的一个定点，A，B，C 是平面上不共线的三点，动点 P 满足
#    »
OP =

#    »
OA +

λ
( #    »

AB +
#    »

AC
)
，λ ∈ (0,+∞)。则 P 点的轨迹一定通过△ABC 的 （ ）

（A）外心 （B）内心 （C）重心 （D）垂心

小英看得真切，神算子闪出一粒，击中此人的重心，马上跌倒在地。

其实小英与小豪知道，还要有事求助四心老人，故此留下两人性命，叫他们不再害人，就让他们滚回去。

可是由于这仁慈之心，又惹出祸端，这是后话。

船上人看此情景已是目瞪口呆，稍倾掌声如潮。大家好像都受过这两个海盗之苦，纷纷向两人讨教武艺。

两位小英雄知道他们可能会经常会遭到海盗的骚扰，就教给众人道：

对付那个络腮胡子的办法是：首先要看好

#    »

AB∣∣ #    »

AB
∣∣ +

#    »

AC∣∣ #    »

AC
∣∣ 的来头，是击败此人的关键，

#    »

AB∣∣ #    »

AB
∣∣，

#    »

AC∣∣ #    »

AC
∣∣ 分别为

#    »
AB，

#    »
AC 的单位向量，剑谱如图 2.1.1所示，设 AB′ 与 AC ′ 是其单位向量，则根据平行四边形法则可知其和

是 AD′，因为 |AB′| = |AC ′| = 1，所以 AB′D′C ′ 是个菱形，则对角线 AD′ 是 ∠BAC 的角平分线，再加一点

注意，就是
#    »

AP =
#    »

OP − #    »

OA，即
#    »

AP = λ
#      »

AD′，即可得 A、P、D′ 共线，所以说点 P 的轨迹一定通过△ABC

的内心，故你要看准后可直接击中 B部位即可。

..A.

C

.

B

.

C ′

.

B′

.

D′

图 2.1.1

..

A

.

C

.

B

.

D

图 2.1.2

至于第二个首领的方法是与对付第一个差不多的，唯一的区别在于先遵照这个剑谱，如图 2.1.2。由向量的
加法原理得

#    »

AB +
#    »

AC =
#    »

AD，又因为
#    »

AP =
#    »

OP − #    »

OA，所以有
#    »

AP = 2λ
#    »

AD，故有 A、P、D三点共线，又因

10
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为 AD是△ABC 的中线（平行四边形的对角线互相平分，即 AD平分 BC），故点 P 的轨迹一定通过△ABC

的重心，因此就抓住他的要害部位，可知应为 C处，这样他就立马倒地。
两位小英雄边演练边讲解，大家都认真地学习，一时间船上几乎成了武馆了。

欲知后事如何？请听下回分解。
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2.2 《智慧宝典》第三部第八回　三海盗再犯　两英雄退敌——陈海烽

上回说到两位小英雄击退了两队海盗，船上都对他俩佩服得五体投地。过了一日，众人正在习武，这时只

听有人又喊道：“强盗又来了，强盗又来了！”大家一看，不远处又来了三拨人马，分为红、黄、蓝三队，冲着

大船而来。

稍倾，一阵呐喊声，只听“嗖、嗖、嗖”三声，从红、黄、蓝三队人马中跳出三个人，问道：“哪两位是伤

我两兄弟的小子，请站出来！”说完将船上一分要砍过去，只见叮当几声，原来是小英将神算子拨出，震得那

些人有点虎口发麻，刀失去准星。两人异口同声道：“我俩便是！”

这时穿着红装那个大汉使出一招——

招式一 已知点 O 是 △ABC 所在平面上的一个点，满足
#    »

OA · #    »

OB =
#    »

OB · #    »

OC =
#    »

OC · #    »

OA，则点 O 是

△ABC 的 （ ）

（A）外心 （B）内心 （C）重心 （D）垂心

只见小豪面带微笑，“奎星笔”出鞘，笔势如虹，只见是——

解 由
#    »

OA · #    »

OB =
#    »

OB · #    »

OC 可得
#    »

OB ·
( #    »

OA− #    »

OC
)
=

#    »

OB · #    »

AC = 0，即
#    »

OB ⊥ #    »

AC；同理可得
#    »

OC ⊥ #    »

AB，

故为垂心。

这时手起笔落，击中 D处，只见这个大汉立刻垂下一条手臂，刀掉在地了。
另外一边的身着黄色披风的大汉朝小英进来，这个大汉的使用的剑法更是简单，只见是——

招式二 已知点O是△ABC所在平面上的一个点，满足
#    »

OA+
#    »

OB+
#    »

OC =
#»
0，则点O是△ABC的（ ）

（A）外心 （B）内心 （C）重心 （D）垂心

小英一看，比昨天的那个大汉弱多了，就先招架一番，顺便叫一个最靠近的人来，递给他掉在船上的那把

刀，嘱咐他说到，用刚刚教给你的方法制敌。只见那个人按照剑谱的招式如下：

..A.

C

.

B

.

D

图 2.2.1

解 设D是 BC 的中点，根据图 2.2.1，结合向量的加法可得 #    »
OC +

#    »
OB = 2

#    »
OD = − #    »

OA，则 O、A、D三

点共线，且 O是中线 AD的三等分点（靠近 D点），故点 O的△ABC 的重心。

只听“哎呀”一声，那名黄色大汉被摔了嘴啃泥，众人在旁边叫好。

本来身着蓝色的大汉在一旁观战，发现他的二哥倒地了，急忙出招相救，只见他的招式有点怪异——

招式三 已知点 O是△ABC 所在平面上的一个点，满足 a · #    »

OA+ b · #    »

OB+ c · #    »

OC =
#»
0，则点 O是△ABC

的 （ ）

（A）外心 （B）内心 （C）重心 （D）垂心

这时小英看在眼里，这才是三人中武功最高者，也不敢小瞧，拿出神算子一拨——

12
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解 在等式 a · #    »

OA+b · #    »

OB+c · #    »

OC =
#»
0 的两边分别加上 c · #    »

OA+b · #    »

OA，得 (a+b+c)
#    »

OA = b · #    »

BA+c · #    »

CA，

所以

#    »

OA =
bc

a+ b+ c

(
#    »

BA

c
+

#    »

CA

b

)
，

故 OA是 ∠BAC 的平分线，同理可得 OB 是 ∠ABC 的平分线，故 O为△ABC 的内心。

只见神算子到了心头，那蓝色大汉又叫了一声，知道厉害，赶快下地求饶。三人皆道：“饶了我们吧，以

后再也不敢做坏事了。”两位小英雄也无心取他们的性命，就放他们走了。

这时旁边有人说道，小英的最后一招与小豪昨天对付那个大汉大相似哦，两位英雄相视而笑。又教了众人

一招：点 O是△ABC 所在平面上的一个点，满足
∣∣ #    »

OA
∣∣ = ∣∣ #    »

OB
∣∣ = ∣∣ #    »

OC
∣∣，则点 O是△ABC 的外心。有不少

头脑反应快的早就知道这是怎么一回事了，列位看官，你知道吗？

欲知还会发生什么事件，请听下回分解。
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3.1 ab1962解题集精选（十三）——廖凡

本期的题目及解答是由历任版主 ab1962的网上解题集的第 601 ∼ 650题中精选出，仍然由 kuing作选题、
排版及评注，更多说明请参看《数学空间》总第 1期。①

题目 3.1.1. 数列 {an}中，an =
n−

√
97

n−
√
98
，求 {an}的最大最小项。

解

an =
n−

√
97

n−
√
98

=
n−

√
98 +

√
98−

√
97

n−
√
98

= 1 +

√
98−

√
97

n−
√
98
。

当 n ⩾ 10时，an > 1且 an 递减，故 1 < an ⩽ a10；

当 n ⩽ 9时，an < 1且 an 递减，故 a9 ⩽ an < 1。

于是 a9 ⩽ an ⩽ a10，所以最大项为 a10，最小项为 a9。

题目 3.1.2. 已知向量 #»a , #»

b , #»c 是空间的一个单位正交基底，向量 #»a +
#»

b , #»a − #»

b , #»c 是空间的另一个基底。

若向量 #»p 在基底 #»a , #»

b , #»c 下的坐标为 (1, 2, 3)，求 #»p 在基底 #»a +
#»

b , #»a − #»

b , #»c 下的坐标。

解 因为 #»p 在基底 #»a , #»

b , #»c 下的坐标是 (1, 2, 3)，所以 #»p = 1 #»a + 2
#»

b + 3 #»c。

设 #»p 在基底 #»a +
#»

b , #»a − #»

b , #»c 下的坐标是 (x, y, z)，则

#»p = x( #»a +
#»

b ) + y( #»a − #»

b ) + z #»c = (x+ y) #»a + (x− y)
#»

b + z #»c，

故 x + y = 1, x − y = 2, z = 3，解得 x =
3

2
, y = −1

2
, z = 3，故 #»p 在基底 #»a +

#»

b , #»a − #»

b , #»c 下的坐标是(
3

2
,−1

2
, 3

)
。

题目 3.1.3. 以椭圆 x2

a2
+ y2 = 1（a > 1）的短轴的一个端点 B(0, 1)为直角顶点，作椭圆的内接等腰直角

三角形 ABC。问：这样的三角形是否存在？如果存在，最多有几个？

解 假设存在，设其中一腰所在的直线方程为 y = kx + 1（k > 0），则另一腰所在的直线方程为

y = −1

k
x+ 1。

联立 y = kx+ 1与
x2

a2
+ y2 = 1，消 y得

x2

a2
+ k2x2 + 2kx = 0，

解得

x1 = 0，x2 = − 2a2k

1 + a2k2
，

此腰长为 √
1 + k2 · 2a2k

1 + a2k2
，

则另一腰长为 √
1 +

1

k2
·
2a2 · 1

k

1 +
a2

k2

=
√

1 + k2 · 2a2

k2 + a2
，

①上一期的《ab1962解题集精选（十二）》中忘记贴上相应的此段，抱歉。
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于是应有 √
1 + k2 · 2a2k

1 + a2k2
=
√
1 + k2 · 2a2

k2 + a2
，

即

k

1 + a2k2
=

1

k2 + a2
，

k3 − 1 + a2(k − k2) = 0，

(k − 1)(k2 + k + 1− ka2) = 0，

故 k = 1或

k2 + (1− a2)k + 1 = 0， (3.1.1)

式 (3.1.1)关于 k的判别式为

∆ = (a2 − 1)2 − 4 = (a2 − 3)(a2 + 1)。

（1）当 1 < a <
√
3时，式 (3.1.1)无实根，故此时这样的三角形只有一个；

（2）当 a =
√
3时，式 (3.1.1)化为 (k − 1)2 = 0，仍解得 k = 1，故此时这样的三角形还是只有一个；

（3）当 a >
√
3时，式 (3.1.1)有两个不相等的实数根，易知它们都是正的，且都不为 1，故此时这样的三

角形有三个。

kuing评注：原解答后面的讨论有误，此处已修正。

题目 3.1.4. 一条倾斜角为 60◦ 的直线过椭圆左焦点 F 与椭圆交于 A、B 两点，若 FA的长度是 FB 的长

度的 2倍，求椭圆的离心率。

解 设该椭圆的离心率为 e，因 |FA| = 2|FB|，可设 |FB| = t，|FA| = 2t，t > 0。

设椭圆的左准线为 l，作 AA1 ⊥ l，BB1 ⊥ l，BD ⊥ AA1 于 D，如图 3.1.1所示。

..
x

.

y

.
O
.

A

.

B

.

2t

.

A1

.
t

.

B1

.

D

.F

图 3.1.1

则 |AA1| =
2t

e
，|BB1| =

t

e
，于是 |AD| = 2t

e
− t

e
=

t

e
。

因 ∠A = ∠AFO = 60◦，故 |AB| = 2|AD|，于是 3t =
2t

e
，即 e =

2

3
。

题目 3.1.5. 已知平面上两抛物线准线相互垂直，且两抛物线相交于 A，B，C，D四点，问 A，B，C，D

四点的关系。

解 不妨设其中一条为 y2 = 2px，则另一条为 (x− h)2 = 2p1(y − k)。若这两条曲线有四个交点，则这四

点必在圆 y2 − 2px+ (x− h)2 − 2p1(y − k) = 0 上，即四个交点共圆。

15
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题目 3.1.6. 平面上有两直线 l1, l2，倾斜角分别为 150◦, 30◦，若 l1, l2 上分别有动点 A, B 且 |AB| = 2
√
3，

点M 为 AB 的中点，求M 的轨迹。

解 不妨设 l1, l2 的方程分别为 x = ±
√
3y，则 xA = −

√
3yA, xB =

√
3yB。

设M(x, y)，则 xA + xB = 2x，yA + yB = 2y，由 |AB| = 2
√
3得

(xA − xB)
2 + (yA − yB)

2 = 12，

因 xA = −
√
3yA, xB =

√
3yB，故

xB − xA =
√
3(yB + yA) = 2

√
3y，

yB − yA =
1√
3
(xB + xA) =

2x√
3
，

代入化简得
x2

9
+ y2 = 1，

即为所求。

kuing评注：还可以用平面几何方法去做，如图 3.1.2所示，设 l1 与 l2 相交于 O，作△AOB的外接圆，过M 作 AB

的垂线交外接圆于 C、D，连结 OC、OD。

..

l2

.

l1

.O .

D

. C.

A

.

B

.
M

图 3.1.2

因为M 为 AB 中点，故 CD为圆的直径，这样便得到 OC ⊥ OD，而且由垂径定理可知 OC、OD在 l1 与 l2 构成的

两夹角的平分线上。

由正弦定理有

CD = 2R =
AB

sin∠AOB
=

2
√
3

sin 60◦ = 4，

由此也不难得到MC = 1, MD = 3。

综上可见，问题等价于：长为 4的线段 CD 两端分别在 l1 与 l2 构成的两夹角的平分线上滑动，线段内点M 满足

DM = 3MC，求M 的轨迹。

这样转化出来的问题就简单多了，设M 到 OD、OC 的距离分别为 x、y，易见 x = DM cos∠C，y = CM sin∠C，

从而得到
x2

9
+ y2 = 1。

值得一提的是，这种方法还适用于更一般的情形，即使将定长 AB及其中点M 换成给定形状的△ABM，同样可以作

外接圆及类似的辅助线，转化为那种简单情形，读者不妨试试。

题目 3.1.7. 设函数 y = sin[arccos(x − π)] 的图象与 x 轴交于 A、B 两点，C 是其图象上任意一点，且

CD ⊥ AB，垂足为 D，求 |CA|+ |CB|+ |CD|的最大值。
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解 先求 y = sin[arccos(x− π)]的定义域，由 −1 ⩽ x− π ⩽ 1得定义域为 [π− 1, π+ 1]。

因 0 ⩽ arccos(x− π) ⩽ π，故

y = sin[arccos(x− π)] =
√
1− cos2[arccos(x− π)] =

√
1− (x− π)2，

即

(x− π)2 + y2 = 1（y ⩾ 0），

它的图象是半圆，如图 3.1.3所示。

.. x.

y

.
O
.

B
.

A
.

C

.
D

图 3.1.3

故 |CA|2 + |CB|2 = 4，|CD| = 1

2
|CA| · |CB|，所以

|CA|+ |CB|+ |CD| = |CA|+ |CB|+ 1

2
|CA| · |CB|

⩽
√
2(|CA|2 + |CB|2) + 1

4
(|CA|2 + |CB|2)

= 2
√
2 + 1，

当且仅当 |CA| = |CB| =
√
2时上式取等号，故 |CA|+ |CB|+ |CD|最大值是 2

√
2 + 1。

题目 3.1.8. 已知 a, b > 0，求证√
a

3a+ b
+

√
b

3b+ a
⩽ 1 ⩽

√
b

3a+ b
+

√
a

3b+ a
。

证明 (√
a

3a+ b
+

√
b

3b+ a

)2

⩽ 2

(
a

3a+ b
+

b

3b+ a

)
=

2(a2 + b2 + 6ab)

3a2 + 10ab+ 3b2
，

因 3a2 + 10ab+ 3b2 − 2(a2 + 6ab+ b2) = (a− b)2，故

2(a2 + b2 + 6ab)

3a2 + 10ab+ 3b2
⩽ 1，

因此左边成立；

要证 √
b

3a+ b
+

√
a

3b+ a
⩾ 1，

只要证

b

3a+ b
+

a

3b+ a
+ 2

√
b

3a+ b

√
a

3b+ a
⩾ 1，

只要证

2

√
b

3a+ b

√
a

3b+ a
⩾ 1− b

3a+ b
− a

3b+ a

17
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=
(3a2 + 3b2 + 10ab)− (3b2 + 3a2 + 2ab)

(3a+ b)(3b+ a)

=
8ab

(3a+ b)(3b+ a)
，

即证 √
(3a+ b)(3b+ a) ⩾ 4

√
ab ⇐⇒ (a− b)2 ⩾ 0，

因此右边成立。

kuing评注：原解答最后一步有误，此处已修正。这题虽然有根号，但是毕竟是二元齐次对称，所以玩法肯定还有很
多，比较简洁的可以像这样(√

a

3a+ b
+

√
b

3b+ a

)2

⩽ 2

(
a

3a+ b
+

b

3b+ a

)
⩽ a

2

(
1

2a
+

1

a+ b

)
+

b

2

(
1

2b
+

1

a+ b

)
= 1，

这样就得到左边；而右边由 (√
b

3a+ b
+

√
a

3b+ a

)2 (
b2(3a+ b) + a2(3b+ a)

)
⩾ (a+ b)3，

立得。注意这里虽然用了柯西和 Hölder不等式，但其实都可以改写成用均值来证，不过没必要这样做。
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3.2 2013届高三一检把关小题的解法集锦——张培强

一年一度的高考，万千模拟的等待。本文整理 2013年江苏省各市高三第一次质量检测中的第 14题（把关
小题），进行了多解探讨，供大家参考。

题目 3.2.1. （徐州市）如图 3.2.1，在等腰三角形 ABC 中，已知 AB = AC = 1，A = 120◦，E，F 分别

是边 AB，AC 上的点，且
#    »

AE = m
#    »

AB，
#    »

AF = n
#    »

AC，其中m,n ∈ (0, 1)，若 EF，BC 的中点分别为M，N，

且m+ 4n = 1，则
∣∣∣ #      »

MN
∣∣∣的最小值为 。

..A.

B

.

C

.
E

. F.

M

.

N

图 3.2.1

解析 1 在△AMN 中，
#      »

MN =
#    »

AN − #     »

AM；在△AEF 中，
#     »

AM =
1

2
(

#    »

AE +
#    »

AF )；在△ABC 中，
#    »

AN =

1

2
(

#    »

AB +
#    »

AC)。所以
#      »

MN =
1

2
(

#    »

AB +
#    »

AC)− 1

2
(

#    »

AE +
#    »

AF ) =
1

2

[
(1−m)

#    »

AB + (1− n)
#    »

AC
]
，又m+ 4n = 1，所

以 4n = 1−m，即
#      »

MN =
1

2

[
4n

#    »

AB + (1− n)
#    »

AC
]
，

所以 ∣∣∣ #      »

MN
∣∣∣ = 1

2

√
16n2

#    »

AB2 + (1− n)2
#    »

AC2 + 8n(1− n)
#    »

AB · #    »

AC

=
1

2

√
16n2 + (1− n)2 − 4n(1− n)

=
1

2

√
21n2 − 6n+ 1

=
1

2

√
21

(
n− 1

7

)2

+
4

7
，

所以，当 n =
1

7
时，

∣∣∣ #      »

MN
∣∣∣的最小值为 √

7

7
。

解析 2 在四边形BNME中，
#      »

MN =
#      »

ME+
#    »

EB+
#     »

BN；在四边形 CNMF 中，
#      »

MN =
#      »

MF +
#    »

FC+
#     »

CN。

所以 2
#      »

MN =
#      »

ME+
#    »

EB+
#     »

BN +
#      »

MF +
#    »

FC+
#     »

CN =
#    »

EB+
#    »

FC，即
#      »

MN =
1

2
(

#    »

EB+
#    »

FC)，又
#    »

AE = m
#    »

AB，

#    »

AF = n
#    »

AC，所以
#      »

MN =
1

2

[
(1−m)

#    »

AB + (1− n)
#    »

AC
]
，下同解析 1。

解析 3 选取
#    »
BA，

#    »
BC 作为一组基底，则有

#      »

MN =
#      »

ME +
#    »

EB +
#     »

BN

=
1

2

#    »
FE +

#    »
EB +

1

2

#    »
BC

=
1

2
(

#    »

AE − #    »

AF ) +
#    »

EB +
1

2
(

#    »

AC − #    »

AB)

=
1

2
(m

#    »

AB − n
#    »

AC) + (1−m)
#    »

AB +
1

2
(

#    »

AC − #    »

AB)

19
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=
1

2
(1−m)

#    »

AB +
1

2
(1− n)

#    »

AC，

下同解析 1。

..A .

B

.

C

.
E

. F.

M

.

N

.

x

.

y

图 3.2.2

解析 4 以 N 为原点，BC 所在直线为 x轴，建立如图 3.2.2所示的平面直角坐标系 xNy，则 A

(
0,

1

2

)
，

B

(
−
√
3

2
, 0

)
，C

(√
3

2
, 0

)
。

由题意得，
#    »

AE = m
#    »

AB =

(
−
√
3

2
m,−1

2
m

)
，

#    »

AF = n
#    »

AC =

(√
3

2
n,−1

2
n

)
，所以

#      »

MN =
#    »

AN − #     »

AM =(√
3

4
(m− n),

m+ n− 2

4

)
，所以

∣∣∣ #      »

MN
∣∣∣ = 1

2

√
3(m− n)2 + (m+ n− 2)2

=
1

2

√
3(1− 5n)2 + (3n+ 1)2

=
1

2

√
84n2 − 24n+ 4

=
1

2

√
21

(
n− 1

7

)2

+
4

7
，

所以，当 n =
1

7
时，

∣∣∣ #      »

MN
∣∣∣的最小值为 √

7

7
。

题目 3.2.2. （苏州市）已知向量 #»a，
#»

b 满足 | #»a | = 1，( #»a +
#»

b ) · ( #»a −2
#»

b ) = 0，则
∣∣ #»

b
∣∣的最小值为 。

解析 1 设 #»a，
#»

b 的夹角为 θ，则 cos θ ∈ [−1, 1]，所以

( #»a +
#»

b ) · ( #»a − 2
#»

b ) = #»a 2 − 2
#»

b 2 − #»a · #»

b = 1− 2
∣∣ #»

b
∣∣2 − ∣∣ #»

b
∣∣ cos θ = 0，

即

2
∣∣ #»

b
∣∣2 + ∣∣ #»

b
∣∣ cos θ − 1 = 0，

解得 ∣∣ #»

b
∣∣ = − cos θ +

√
cos2 θ + 8

4
，

令 f (t) =
−t+

√
t2 + 8

4
，则 f ′ (t) =

1

4

(
−1 +

t√
t2 + 8

)
=

t−
√
t2 + 8

4
√
t2 + 8

< 0恒成立，所以 f (t)在 [−1, 1]上是

单调减函数，所以 f (t) ⩾ f (1) =
1

2
，即

∣∣ #»

b
∣∣的最小值为 1

2
。
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解析 2 如图 3.2.3，在平面直角坐标系 xOy 中，设 #»a = (1, 0)，
#»

b = (x, y)，则 #»a +
#»

b = (x+ 1, y)，
#»a − 2

#»

b = (1− 2x,−2y)，所以

( #»a +
#»

b ) · ( #»a − 2
#»

b ) = (x+ 1) (1− 2x)− 2y2 = −2x2 − 2y2 − x+ 1 = 0，

即 (
x+

1

4

)2

+ y2 =
9

16
，

可得 x ∈
[
−1,

1

2

]
，而

∣∣ #»

b
∣∣ =√x2 + y2 =

√
1

2
− 1

2
x，所以当 x =

1

2
时，

∣∣ #»

b
∣∣有最小值 1

2
。

..
O
. x.

y

.
#»a

.

#»

b

图 3.2.3

..O . A.

E

.

F

.
#»a

.

#»

b

.

−2
#»

b

.

D

图 3.2.4

解析 3 如图 3.2.4，作 #    »

OA = #»a，过点O作两条互相垂直的射线OE，OF，设
#    »

OE = #»a+
#»

b，
#    »

OF = #»a−2
#»

b，

连接EF，则
#    »

AE =
#»

b，
#    »

AF = −2
#»

b，则在△OEF 中，AF = 2AE，过A作AD ⊥ OE于点D，则OD = 2DE。

所以
∣∣ #»

b
∣∣2 = AE2 = AD2 +DE2 = OA2 −OD2 +DE2 = 1− 3

4
OD2，在 Rt△OAD中，0 ⩽ OD ⩽ 1，所

以当 OD = 1时，
∣∣ #»

b
∣∣有最小值 1

2
。

kuing注：其实只有解析 1才是完全正确的，因为题目并没有表明各向量的维数。

题目 3.2.3.（南京、盐城市）已知函数 f(x) =


√

1− (x− 1)2， 0 ⩽ x < 2，

f(x− 2)， x ⩾ 2，
若关于 x的方程 f(x) = kx

（k > 0）有且只有四个根，其最大根为 t，则函数 g (t) =
25

24
t2 − 6t+ 7的值域为 。

分析 当 x ⩾ 2时，f (x) = f (x− 2)，表示函数 f(x)的图象在 y轴右侧以 2为周期重复出现，而 0 ⩽ x < 2

时，y =
√
1− (x− 1)2，即 (x− 1)2 + y2 = 1，图象为圆的一半（上半部），作出示意图：

..
O
.

x
.

y

易知，直线 y = kx与从左到右的前两个半圆相交成四个交点，取临界位置：

与第二个半圆相切时，

 (x− 3)2 + y2 = 1，

y = kx，
解

3k√
1 + k2

= 1得 k =

√
2

4
；
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与第三个半圆相切时，

 (x− 5)2 + y2 = 1，

y = kx，
解

5k√
1 + k2

= 1得 k =

√
6

12
。

所以

√
6

12
< k <

√
2

4
。

解析 1 解

 (x− 3)2 + y2 = 1，

y = kx，
得 t =

3 +
√
1− 8k2

1 + k2
，确定其单调性，在

(√
6

12
,

√
2

4

)
内单调减，所以

8

3
< t <

72 + 8
√
6

25
，即

72

25
− 16

75
< t <

72

25
+

8
√
6

25
。

考虑函数 g (t) =
25

24
t2 − 6t+ 7的对称轴为 t0 =

72

25
，则可得所求值域为

[
−41

25
,−1

)
。

解析 2 考虑运动过程中，直线 y = kx顺时针旋转使得 t从小到大变化。

与第二个半圆相切时：

..
O
.

x
.

y

.
M

.

T1

在 Rt△OMT1 中，OM = 3，MT1 = 1，OT1 = 2
√
2，xT1 =

OT 2
1

OM
=

8

3
；

与第三个半圆相切时：

..
O
.

x
.

y

.
M

.

Q

.

T2

.
R

.
N

.

P

考虑 Rt△OPN ∼ Rt△OQM，则 QM =
3

5
，所以 QT2 =

4

5
，OQ =

6
√
6

5
。

考虑 Rt△ORT2 ∼ Rt△OQM，有 xT2 =
OQ ·OT2

OM
=

72 + 8
√
6

25
。

所以
8

3
< t <

72 + 8
√
6

25
，下同解析 1。

解析 3 （求直线与圆的交点）考虑运动过程中，直线 y = kx 顺时针旋转使得 t 从小到大变化。解
(x− 3)2 + y2 = 1，

y =

√
2

4
x，

得 t =
8

3
；解


(x− 3)2 + y2 = 1，

y =

√
6

12
x，

消去 y并整理得
25

24
x2−6x+8 = 0，即

25

24
x2−6x+7 =

−1，又 g

(
8

3

)
= −43

27
< −1，则可得值域为

[
−41

25
,−1

)
。

题目 3.2.4. （镇江市）已知 x，y为正数，则
x

2x+ y
+

y

x+ 2y
的最大值为 。

解析 1
x

2x+ y
+

y

x+ 2y
=

x (x+ 2y) + y (2x+ y)

(2x+ y) (x+ 2y)
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=
x2 + y2 + 4xy

2x2 + 2y2 + 5xy

=
1

2
+

3

4
· xy

x2 + y2 +
5

2
xy

=
1

2
+

3

4
· 1
x

y
+

y

x
+

5

2

⩽ 1

2
+

3

4
· 1

2 +
5

2

=
2

3
，

当且仅当 x = y时取等。

解析 2 设

S =
x

2x+ y
+

y

x+ 2y
=

x (x+ 2y) + y (2x+ y)

(2x+ y) (x+ 2y)
=

x2 + y2 + 4xy

2x2 + 2y2 + 5xy
，

则

(1− 2S)x2 + (1− 2S) y2 + (4− 5S)xy = 0，

即

(1− 2S)
x

y
+ (1− 2S)

y

x
+ (4− 5S) = 0，

显然 S ̸= 1

2
，则

x

y
+

y

x
+

4− 5S

1− 2S
= 0，

令
x

y
= t，则

t2 +
4− 5S

1− 2S
t+ 1 = 0

有正数解，所以 
∆ =

(
4− 5S

1− 2S

)2

− 4 ⩾ 0，

4− 5S

1− 2S
< 0，

即
4− 5S

1− 2S
⩽ −2，解得

1

2
< S ⩽ 2

3
，即

x

2x+ y
+

y

x+ 2y
的最大值为

2

3
。

解析 3
x

2x+ y
+

y

x+ 2y
=

1

2 +
y

x

+
1

x

y
+ 2
，

考虑函数 f (t) =
1

2 + t
+

1
1

t
+ 2
，求导得

f ′ (t) = − 1

(2 + t)
2 +

1

(1 + 2t)
2 =

3− 3t2

(2 + t)
2
(1 + 2t)

2，
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列表得：

t (0, 1) 1 (1,+∞)

f ′(t) + 0 −
f(t) ↗ 极大值 ↘

所以当 t = 1，即 x = y时，f (t)max = f (1) =
1

3
+

1

3
=

2

3
。

解析 4 设 2x+ y = s，x+ 2y = t，则 x =
2s− t

3
，y =

2t− s

3
，所以

x

2x+ y
+

y

x+ 2y
=

2s− t

3s
+

2t− s

3t
=

4

3
− t

3s
− s

3t
⩽ 2

3
，

当且仅当 t = s，即 x = y时取等。

kuing注：如果熟悉柯西不等式即可口算一步到位： x

2x+ y
+

y

x+ 2y
⩽ x

9

(
1

x
+

4

x+ y

)
+

y

9

(
4

x+ y
+

1

y

)
=

2

3
。

题目 3.2.5. （连云港市）关于 x的不等式 x2 − ax+2a < 0的解集为 A，若集合 A中恰有两个整数，则实

数 a的取值范围是 。

分析 解不等式得
a−

√
a2 − 8a

2
< x <

a+
√
a2 − 8a

2
，其中 a2 − 8a > 0，即 a < 0或 a > 8，记

x1 =
a−

√
a2 − 8a

2
=

4a

a+
√
a2 − 8a

，x2 =
a+

√
a2 − 8a

2
=

4a

a−
√
a2 − 8a

。

解析 1 易知 a2 − 8a > 0，则 a < 0 或 a > 8。令 A = (x1, x2)，要使 A 中恰有两个整数，则必须

1 < x2 − x1 ⩽ 3，即 1 <
√

a2 − 8a ⩽ 3，即 1 < a2 − 8a ⩽ 9，即

 a2 − 8a− 1 > 0，

a2 − 8a− 9 ⩽ 0，
解得 −1 ⩽ a < 4−

√
17

或 4 +
√
17 < a ⩽ 9。

当 −1 ⩽ a < 4−
√
17时，

x1 =
a−

√
a2 − 8a

2
=

4a

a+
√
a2 − 8a

=
4

1−
√
1− 8

a

∈

[
−2,

3−
√
17

2

)
，

x2 =
a+

√
a2 − 8a

2
=

4a

a−
√
a2 − 8a

=
4

1 +

√
1− 8

a

∈

(
5−

√
17

2
, 1

]
，

所以两整数解为 −1、0，因此 
x1 =

a−
√
a2 − 8a

2
< −1，

x2 =
a+

√
a2 − 8a

2
> 0，

解得 a < −1

3
，此时 −1 ⩽ a < −1

3
；

当 4 +
√
17 < a ⩽ 9时，

x1 =
a−

√
a2 − 8a

2
=

4a

a+
√
a2 − 8a

=
4

1 +

√
1− 8

a

∈

[
3,

3 +
√
17

2

)
，
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x2 =
a+

√
a2 − 8a

2
=

4a

a−
√
a2 − 8a

=
4

1−
√
1− 8

a

∈

(
5 +

√
17

2
, 6

]
，

所以两整数解为 4、5，因此 
x1 =

a−
√
a2 − 8a

2
< 4，

x2 =
a+

√
a2 − 8a

2
> 5，

解得 a >
25

3
，此时

25

3
< a ⩽ 9。

综上可知，实数 a的取值范围是

[
−1,−1

3

)∪(25

3
, 9

]
。

解析 2 考虑函数 f (x) = x2 − ax+ 2a，a < 0或 a > 8。

（1）当 a < 0时，对称轴 x0 =
a

2
< 0，f (0) = 2a < 0，所以两整数解为 −1、0，则


f (−2) = 4 + 4a ⩾ 0，

f (−1) = 1 + 3a < 0，

f (1) = 1 + a ⩾ 0，

解得 −1 ⩽ a < −1

3
；

..
O
.

x
.

y

.
−1

.
1

..
O
.

x
.

y

.
3

.
4

.
5

.
6

（2）当 a > 8时，对称轴 x0 =
a

2
> 4，f (4) = 16− 2a < 0，所以两整数解为 4、5，则


f (3) = 9− a ⩾ 0，

f (5) = 25− 3a < 0，

f (6) = 36− 4a ⩾ 0，

解得
25

3
< a ⩽ 9。

综上可知，实数 a的取值范围是

[
−1,−1

3

)∪(25

3
, 9

]
。

题目 3.2.6. （常州市）已知实数 x，y同时满足 4−x + 27−y =
5

6
，log27 y − log4 x ⩾ 1

6
，27y − 4x ⩽ 1，则

x+ y的取值范围是 。

解析 1 （等式消元）由 4−x + 27−y =
5

6
可得，4x =

1
5

6
− 1

27y

，所以 1 ⩾ 27y − 4x = 27y − 1
5

6
− 1

27y

，即

5

6
(27y)

2 − 17

6
× 27y + 1 ⩽ 0，解得

2

5
⩽ 27y ⩽ 3。
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则 log27
2

5
⩽ y ⩽ log27 3，所以

1

6
+ log4 x ⩽ log27 y ⩽ log27 (log27 3) = −1

3
，解得 x ⩽ 1

2
，则 4x ⩽ 2。

所以 4−x + 27−y ⩾ 1

2
+

1

3
=

5

6
，当且仅当 4x = 2，27y = 3，即 x =

1

2
，y =

1

3
时，取等。

所以 x+ y的取值范围是

{
5

6

}
。

解析 2 （不等式消元）由 27y − 4x ⩽ 1可得，27y ⩽ 4x + 1，则
5

6
=

1

4x
+

1

27y
⩾ 1

4x
+

1

4x + 1
，整理得

5 (4x)
2 − 7× 4x − 6 ⩾ 0，解得 4x ⩾ 2或 4x ⩽ −3

5
（舍），即 x ⩾ 1

2
。

考虑 27−y =
5

6
− 4−x ⩾ 1

3
，则 y ⩽ 1

3
；又 log27 y −

1

6
⩾ log4 x ⩾ −1

2
，则 y ⩾ 1

3
，故 y =

1

3
。

所以 4−x +
1

3
=

5

6
，即 x =

1

2
。

所以 x+ y的取值范围是

{
5

6

}
。
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3.3 一定要加强命题吗——程汉波、杨春波

近年来众多文章结合具体实例指出“有些不等式问题直接证明原问题比证明其加强命题更困难”，有些共

同的例子已逐渐成为加强命题的象征，似乎不加强命题便很难下手一样。然而任何一种解题方法都存在优势与

不足，我们不希望神化一种而否定另一种，“加强命题”确实是解题的一把利器，但过度的强调和灌输反而使

一些纯朴自然的解法淹没于无形之中，这对于学生发散思维的训练是不利的。

本文结合一些文献中论证“加强命题”优越性的实例进行反思，指出很多实例其实无需加强命题也可证明，

而且在一定程度上更容易理解与掌握。

例 3.3.1. 设 an = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
，求证：当 n ⩾ 2时，有

a2n > 2
(a2
2

+
a3
3

+ · · ·+ an
n

)
。

分析 笔者在众多文章及著作中看到分析该不等式直接证明如何受阻，更有甚者说该题很难直接证明，进

而用数学归纳法证明其加强形式 a2n > 2
(a2
2

+
a3
3

+ · · ·+ an
n

)
+

1

n
，着实巧妙。但遗憾的是很多读者被巧妙的

证法震撼的同时也缺少了思考与质疑，一定要加强命题吗？真的很难直接证明吗？摆脱数学归纳法的束缚，笔

者找到了一个更简洁的直接证法。

证明 由题意得，ak−1 = ak − 1

k
（k ⩾ 2），a1 = 1，则

a2k − a2k−1 = a2k −
(
ak − 1

k

)2

=
2ak
k

− 1

k2
（k ⩾ 2），

于是令 k = 2, 3, · · · , n并累加，得

a2n =
n∑

k=2

(
2ak
k

− 1

k2

)
+ a21

=

n∑
k=2

2ak
k

−
n∑

k=2

1

k2
+ 1

>

n∑
k=2

2ak
k

+ 1−
n∑

k=2

1

k (k − 1)

=

n∑
k=2

2ak
k

+
1

n

>

n∑
k=2

2ak
k
，

得证。

例 3.3.2. （2012年第八届北方数学奥林匹克第 6题）设 n是正整数，证明：(
1 +

1

3

)(
1 +

1

32

)
· · ·
(
1 +

1

3n

)
< 2。

分析 文 [1]、[2]中均用加强命题的技巧证明了
(
1 +

1

3

)(
1 +

1

32

)
· · ·
(
1 +

1

3n

)
< 2 − 1

3n
，从而突破了

直接使用数学归纳法难以实现从 n = k到 n = k + 1过渡的瓶颈，思路独特，令人耳目一新。但是，非加强命

题不可吗？答案是否定的。为何一定要将我们的思路局限于“数学归纳法”呢？打开此思维束缚，并可得到以

下四个令人赏心悦目的证明。
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证明 1 原不等式等价于

n∑
i=1

ln
(
1 +

1

3i

)
< ln 2，又因当 x > −1时，有 ln (1 + x) ⩽ x，于是

n∑
i=1

ln
(
1 +

1

3i

)
⩽

n∑
i=1

1

3i
=

1

2

(
1− 1

3n

)
<

1

2
< ln 2，

得证。

证明 2 由 n元均值不等式，得

(
1 +

1

3

)(
1 +

1

32

)
· · ·
(
1 +

1

3n

)
<

1 +
1

3
+ 1 +

1

32
+ · · ·+ 1 +

1

3n

n


n

=

n+
1

2

(
1− 1

3n

)
n


n

<

(
1 +

1

2n

)n

，

又由

(
1 +

1

2n

)n

单调递增，且 lim
n→+∞

(
1 +

1

2n

)n

= lim
n→+∞

√(
1 +

1

2n

)2n

=
√
e，可知

(
1 +

1

3

)(
1 +

1

32

)
· · ·
(
1 +

1

3n

)
<

(
1 +

1

2n

)n

<
√
e < 2，

得证。

证明 3 由伯努利不等式：对 r > 1，和任意实数 x > −1，有 1 + rx ⩽ (1 + x)
r
，则(

1 +
1

3

)(
1 +

1

32

)
· · ·
(
1 +

1

3n

)
=

(
1 + 3n−1 · 1

3n

)(
1 + 3n−2 · 1

3n

)
· · ·
(
1 +

1

3n

)

⩽
(
1 +

1

3n

)3n−1 (
1 +

1

3n

)3n−2

· · ·
(
1 +

1

3n

)

=

(
1 +

1

3n

)3n−1+3n−2+···+1

=

(
1 +

1

3n

) 3n−1
2

<

(
1 +

1

3n

) 3n

2

<
√
e

< 2，

得证。

证明 4 构造

f (n) =

(
1 +

1

3

)(
1 +

1

32

)
· · ·
(
1 +

1

3n

)
1− 1

3n

，
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则

f (n+ 1)

f (n)
=

(
1 +

1

3n+1

)(
1− 1

3n

)
1− 1

3n+1

=
1− 1

3n+1
− 1

3n+1
− 1

32n+1

1− 1

3n+1

<
1− 1

3n+1

1− 1

3n+1

= 1，

于是 f (n)单调递减，则 f (n+ 1) < f (n) < · · · < f (2) < f (1) = 2，所以(
1 +

1

3

)(
1 +

1

32

)
· · ·
(
1 +

1

3n

)
< 2

(
1− 1

3n

)
< 2，

得证。

注 （1）由上面的直接证法可知原赛题可以加强为：

设 n是正整数，证明：

(
1 +

1

3

)(
1 +

1

32

)
· · ·
(
1 +

1

3n

)
<

√
e。

这是加强命题的证法难以发现与达到的。

（2）类似地，也可以不加强命题而证明 2011年自主招生考试（华约）第 13题：

设 f (x) =
2x

ax+ b
，f (1) = 1，f

(
1

2

)
=

2

3
，数列 {xn}满足 xn+1 = f (xn)，且 x1 =

1

2
。

（I）求数列 {xn}的通项公式；（求得 xn =
2n−1

1 + 2n−1
）

（II）求证：x1x2 · · ·xn >
1

2e
。

例 3.3.3. （2006年高考数学江西卷理科第 22题）已知数列 {an}满足：a1 =
3

2
，且

an =
3nan−1

2an−1 + n− 1
（n ⩾ 2，n ∈ N+）。

（1）求数列 {an}的通项公式；
（2）证明：对一切正整数 n，不等式 a1 · a2 · · · an < 2 · n!恒成立。

分析 在第（1）问中求得 an =
n · 3n

3n − 1
，则第（2）问中的不等式转化为

n∏
i=1

(
1− 1

3i

)
>

1

2
，同样地，众

多文章是用加强命题的技巧去证明

n∏
i=1

(
1− 1

3i

)
⩾ 1

2
+

1

2 · 3n
，很多师生也觉得该题很难直接证明，加强命题

是再自然不过的证法，是上上之策。真的如此吗？且看如下四个无需加强命题的证法。

证明 1 当 k ⩾ 1，且 k ∈ N+时，有

1− 1

3k
=

1

3
+

1

3
+

(
1

3
− 1

3k

)
⩾ 3 3

√
1

32

(
1

3
− 1

3k

)
=

3

√
1− 1

3k−1
，

令 k = 2, 3, · · · , n时，所得式子累乘，得

n∏
k=2

(
1− 1

3k

)
⩾

n∏
k=2

3

√
1− 1

3k−1
，

两边同时三次方并约分整理后得 (
1− 1

3n

)3 n−1∏
k=2

(
1− 1

3k

)2

⩾ 1− 1

3
，
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于是有

n∏
k=1

(
1− 1

3k

)2

⩾

(
1− 1

3

)3

1− 1

3n

⩾ 8

27
>

1

4
，

两端开方后得证。

证明 2 当 k ⩾ 1，且 k ∈ N+时，有

1− 1

3k
=

(
1− 1

3k

)(
1 +

1

3k−1

)
1 +

1

3k−1

=
1 +

1

3k
+

1

3k
− 1

32k−1

1 +
1

3k−1

>
1 +

1

3k

1 +
1

3k−1

，

令 k = 1, 2, · · · , n时，以上式子累乘，得

n∏
k=1

(
1− 1

3k

)
>

n∏
k=1

1 +
1

3k

1 +
1

3k−1

=
1 +

1

3n

2
>

1

2
，

得证。

证明 3 由伯努利不等式：对 0 < r < 1，和任意实数 x > −1，有 1 + rx ⩾ (1 + x)
r
，则(

1− 1

3

)(
1− 1

32

)
· · ·
(
1− 1

3n

)
=

[
1 +

2

3
·
(
−1

2

)][
1 +

2

32
·
(
−1

2

)]
· · ·
[
1 +

2

3n
·
(
−1

2

)]

⩾
(
1− 1

2

) 2
3
(
1− 1

2

) 2
32

· · ·
(
1− 1

2

) 2
3n

=

(
1

2

) 2
3+

2
32

+···+ 2
3n

= 2−1+ 1
3n

>
1

2
，

得证。

证明 4 构造

f (n) =

(
1− 1

3

)(
1− 1

32

)
· · ·
(
1− 1

3n

)
1 +

1

3n

，

则

f (n+ 1)

f (n)
=

(
1 +

1

3n

)(
1− 1

3n+1

)
1 +

1

3n+1

=
1 +

1

3n+1
+

1

3n+1
− 1

32n+1

1 +
1

3n+1

>
1 +

1

3n+1

1 +
1

3n+1

= 1，

于是 f (n)单调递增，则 f (n+ 1) > f (n) > · · · > f (2) > f (1) =
1

2
，所以

(
1− 1

3

)(
1− 1

32

)
· · ·
(
1− 1

3n

)
>

1

2
·
(
1 +

1

3n

)
>

1

2
，

得证。
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例 3.3.4. （2012年广东高考试题理科第 19题）设数列 {an}的前 n项和为 Sn，2Sn = an+1 − 2n+1 + 1

（n ∈ N+），且 a1，a2 + 5，a3 成等差数列。

（1）求 a1 的值；

（2）求数列 {an}的通项公式；

（3）证明：对一切正整数 n，有
1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an
<

3

2
。

分析 易得 an = 3n − 2n。文 [1]中用加强命题的技巧证明了

1

31 − 21
+

1

32 − 22
+ · · ·+ 1

3n − 2n
<

3

2
− 1

3n
，

从而突破了直接使用数学归纳法难以实现从 n = k到 n = k + 1过渡的瓶颈，进而“顺手牵羊”地解决了原问

题。但是，一定要加强命题吗？其实，究其原因，还是受到“数学归纳法”的束缚，若发散思维并可得到如下

三个优美的证明。

证明 1 由于

1

ak
=

1

3k − 2k
=

1

3
· 1

3k−1 − 2k

3

<
1

3
· 1

3k−1 − 2k−1
=

1

3
· 1

ak−1
（k ⩾ 2，k ∈ N+），

所以

1

an
<

1

a1
·
(
1

3

)n−1

=

(
1

3

)n−1

（n ⩾ 2）。

当 n = 1时，
1

a1
= 1 <

3

2
，得证；

当 n ⩾ 2时
1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an
< 1 +

1

3
+ · · ·+ 1

3n−1
=

3

2
− 1

2 · 3n−1
<

3

2
，

得证。

证明 2 由 ak − bk = (a− b)
(
ak−1 + ak−2b+ · · ·+ abk−2 + bk−1

)
，其中 k ⩾ 2，k ∈ N+，得

1

ak
=

1

3k − 2k
=

1

3k−1 + 3k−2 · 2 + · · ·+ 3 · 2k−2 + 2k−1
<

1

3k−1
。

下同证明 1。

证明 3 由 ak − bk = (a− b)
(
ak−1 + ak−2b+ · · ·+ abk−2 + bk−1

)
，3k−1 > 2k−1，其中 k ⩾ 2，k ∈ N+，得

1

3k − 2k
=

1

3k−1 + 3k−2 · 2 + · · ·+ 3 · 2k−2 + 2k−1
<

1

k · 2k−1
⩽ 1

2k
。

当 n = 1时，
1

a1
= 1 <

3

2
，得证；

当 n ⩾ 2时
1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an
< 1 +

1

22
+ · · ·+ 1

2n
=

3

2
− 1

2n
<

3

2
，

得证。

例 3.3.5. （第 9届加拿大数学奥林匹克试题）设 0 < a < 1，定义 a1 = 1+ a，an =
1

an−1
+ a，n ⩾ 2。证

明：对一切自然数 n，都有 an > 1。
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分析 众多文章分析指出，若直接使用数学归纳法，从 n = k到 n = k + 1时，右端常量不变，而左端改

变，很难实施递推，进而用加强明天的技巧去证明技巧证明 1 < an <
1

1− a
来突破此瓶颈。但是，一定得加强

命题才能突破此瓶颈吗？若不加强命题递推真的很难实施吗？且看笔者用“跳跃归纳法”挽回南辕北辙的局面。

证明 （1）a1 = 1 + a > 1，a2 =
1

1 + a
+ a =

1 + a+ a2

1 + a
> 1；

（2）假设 n = k（k ⩾ 1）时，有 ak > 1。则当 n = k + 2时，有

ak+2 =
1

ak+1
+ a =

1
1

ak
+ a

+ a >
1

1 + a
+ a =

1 + a+ a2

1 + a
> 1。

综合（1）、（2）可知对一切自然数 n，都有 an > 1。

例 3.3.6. （2010年全国高考江苏卷附加题压轴题）已知△ABC 的三边长都是有理数。

（I）求证：cosA是有理数；
（II）求证：对任意正整数 n，cosnA都是有理数。

证明 1（参考答案的证明） 由 AB、BC、AC 为有理数及余弦定理知 cosA =
AB2 +AC2 −BC2

2AB ·AC
为有

理数。

下面用数学归纳法证明 cosnA和 sinA · sinnA都是有理数。
（1）当 n = 1时，由（I）知 cosA为有理数，从而有 sinA · sinA = 1− cos2 A也是有理数；
（2）假设当 n = k（k ⩾ 1）时，cos kA和 sinA · sin kA均是有理数。当 n = k + 1时，由

cos(k + 1)A = cosA · cos kA− sinA · sin kA，

sinA · sin(k + 1)A = sinA · (sinA · cos kA+ cosA · sin kA)

= (sinA · sinA) · cos kA+ (sinA · sin kA) · cosA，

及（1）和归纳假设，知 cos(k + 1)A与 sinA · sin(k + 1)A都是有理数。即当 n = k + 1时，结论成立。

综合（1）、（2）可知，对任意正整数 n，cosnA是有理数。

为了证明 cosnA是有理数，却找来 sinA sinnA与之“作伴”，之后用数学归纳法同时归纳证明 cosnA以
及 sinA sinnA都是有理数，有点加强命题的味道，这种证明技巧在此之前非常少见，刚公布答案时师生很多
都觉得诡异，因而当年对于该题的讨论与争议异常激烈，曾在《数学通讯》（教师刊）的“争鸣”栏目（问题

196）中出现。但是笔者因此产生疑问：解决该题一定需要加强命题吗？其实若熟悉数学归纳法的其他形式，便
知答案是否定的。

证明 2（第二数学归纳法） （1）当 n = 1时，由（I）知 cosA是有理数；
（2）假设当 1 ⩽ n ⩽ k时，cosnA是有理数，则当 n = k + 1时，有

cos (k + 1)A = cos[(k − 1)A+ 2A]

= cos(k − 1)A cos 2A− sin(k − 1)A sin 2A

= cos(k − 1)A cos 2A− 2 sin(k − 1)A sinA cosA

= cos(k − 1)A cos 2A− cosA[cos(k − 2)A− cos kA]，

由归纳假设知，上式中每一项均为有理数，所以 cos(k + 1)A也为有理数。

综合（1）、（2）可知对任意正整数 n，都有 cosnA为有理数。
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证明 3 （1）当 n = 1时，由（I）知 cosA是有理数。当 n = 2时，因 cos 2A = 2 cos2 A − 1，故 cos 2A
也为有理数；

（2）假设 cos kA和 cos(k + 1)A都是有理数，那么当 n = k + 2时，由

cos kA+ cos(k + 2)A = 2 cosA cos(k + 1)A，

知 cos(k + 2)A = 2 cosA cos(k + 1)A− cos kA为有理数。
综合（1）、（2）可得，对任意正整数 n，cosnA都是有理数。

正如费孝通先生关于文化交流的名言：各美其美，美人之美，美美与共，世界大同。对于数学又何尝不是

如此呢？任何一种解题方法都存在优势与不足，我们不希望神化一种而否定另一种。兼容并包，才能更快的提

升自我，也能宽阔我们的胸怀。因而教师不应该仅仅灌输学生众多的解题技巧，而更应该教会学生思考问题的

方法，从而提高数学的综合素养，只有这样才能更好的促进学生的终生发展。

参考文献

[1] 黄汉桥, 程汉波. 加强命题，巧证数列不等式 [J]. 数学教学. 2013（3）:45-47.
[2] 程汉波, 杨春波. 一道北方女子数学奥林匹克试题的加强、探源与推广 [J]. 数学通讯. 2013（3）（上半月）:54-55.
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4.1 伪旁切圆的几个结论——文武光华数学工作室（潘成华，田开斌，褚小光）

定义 4.1.1. 与三角形外接圆外切又与三角形的两边相切的圆，称为三角形的伪旁切圆。

显然三角形伪旁切圆也有三个。

定理 4.1.1 (曼海姆定理). 如图 4.1.1，△ABC 的 A-伪旁切圆与外接圆圆 O外切于 D，与 AB 和 AC 延长

线分别相切于 E 和 F，EF 中点 I，则 I 是△ABC 的 A-旁切圆圆心。

..

A

.

B

.

C

.

D

.

E

.

F

.

O

.

I

图 4.1.1
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A
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B
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C
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D

.

E

.

F

.

O

.

I(Q)

.

S

.

T

图 4.1.2

..

l

.

N

.
Q

.

P

.

O

. G.

B

.

A

图 4.1.3

引理 4.1.1. 已知 ⊙O、⊙Q外切于 P，⊙O的弦 AB 所在的直线与 ⊙Q相切于 G，直线 PG交 ⊙O于 N，

则 N 是ûANB 的中点。

证明 如图 4.1.3，过点 N 作直线 l � AB，因为 AB是 ⊙Q切线，P 是两圆位似中心，因为 l是 ⊙O切线，

所以 l � AB，进而 N 是ûANB 的中点。

曼海姆定理的证明 如图 4.1.2，设直线 DF,DE 分别交 ⊙O 于 S, T，根据引理 4.1.1则 S, T 分别是úASC

与úATB的中点，设直线 BS,CT 交于 Q是 A-旁切圆圆心，在△SQC 与△TQC 中，根据 Ceva角元定理可知

sin∠SQF

sin∠CQF
=
sin∠SCF

sin∠QCF
· sin∠QSF

sin∠CSF
=
sin∠ABS

sin∠ABT
· sin∠BTE

sin∠QTE
=
sin∠BQE

sin∠TQE
，

经过简单计算得 ∠SQF + ∠BQE = 180◦，因此 E,Q, F 共线，易知 Q 是 EF 中点，即 Q, I 重合，即 I 是

△ABC 的 A-旁切圆圆心。

第一题 如图 4.1.4，⊙O1,⊙O2 是 △ABC 的 B-,C-伪旁切圆，切点分别是 D,E, F,G，点M 是 DE 中点，

连结MF 交 O1O2 于W。

求证：BW ⊥ O1O2。

证明 如图 4.1.5，取 FG 中点 N，根据曼海姆定理，N,M 就是 △ABC 的 B-,C-旁切圆圆心，易知
∠FNA = 90◦ − 1

2
∠BCA = ∠EDG，因此 M,N,G,D 四点共圆，延长 NB 交 ⊙(MNGD) 于 H，MC 交

⊙(MNGD)于 K，易知 ∠HDG = ∠DGK = 90◦，因此四边形 DGKH 是矩形，所以 △MNB ∼ △O2KH，

△MNC ∼ △HO1K，△BGN ∼ △HO1K，于是
MN

O2K
=

BN

HK
=

NG

O1K
=

NF

O1K
，∠MNF = ∠MDG =

∠MKG，所以△O2KO1 ∼ △MNF，因此∠O2O1G = ∠MFN，进而W,F,O1, G四点共圆，又因为B,G,O1, F

四点共圆，因此W,F,O1, G,B 五点共圆，即得 BW ⊥ O1O2。
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图 4.1.4
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图 4.1.5

第二题 如图 4.1.6，⊙O1与 ⊙O2是△ABC 的 B-,C-伪旁切圆，他们在 AB,BC,AC 切点是D,E, F,G,点
M,N 分别是 DE,FG中点，线段MF,NE 交于 Q，△ABC 内切圆△I 切 BC 于 S。

求证：QS ⊥ O1O2。
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图 4.1.6
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图 4.1.7

证明 如图 4.1.7，连结 O2C,O1B,BW,CV，根据曼海姆定理，点 N、M 分别是△ABC 的 B-,C-旁切圆
圆心，可知O2、M、I、C 共线，O1、N、I、B共线，设MF,NE分别交O2O1于W、V，连结WB,V C，根

据第一题，易知WB � V C，作 QX ⊥ O1O2 于 X，易知点W,F,O1, B 四点共圆，所以 ∠QWV = ∠FBO1 =
1

2
∠ABC = ∠IBC，同理 ∠QVW = ∠ICB，于是△QWV ∼ △IBC，得

WX

XV
=

BS

CS
，于是XS � WB，根据

第一题可知 XS ⊥ O2O1，进而 Q、X、S 共线，所以 QS ⊥ O1O2。

第三题 如图 4.1.8，已知 ⊙O1 与 ⊙O2 是 △ABC 的 B-,C-伪旁切圆，他们在 AB,BC,AC 上的切点是

D,E, F,G，点M,N 分别是DE,FG中点，直线 EN 交 O1O2于 V，直线 FM 交 O1O2于W，线段MF,NE

交于 Q。

求证：
WQ

QV
=

MB

NC
。

证明 如图 4.1.9，根据曼海姆定理，点 N、M 分别是△ABC 的 B-,C-旁切圆圆心，M、A、N 共线，易

知

∠MEA = 90◦ − 1

2
∠ACB，∠MAE = 90◦ − 1

2
∠CAB，
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图 4.1.9

于是

∠AFN = 90◦ − 1

2
∠ABC，∠FAN = 90◦ − 1

2
∠CAB，

我们很容易知道

∠AMB = 90◦ − 1

2
∠ACB， (4.1.1)

∠NCB = 90◦ +
1

2
∠ACB， (4.1.2)

根据 (4.1.1)和 (4.1.2)得到 ∠NMB + ∠NCB = 180◦，所以M,N,C,B 四点共圆，

MB

NC
=
sin∠MCB

sin∠NBC
=
sin ∠ACB

2

sin ∠ACB

2

，

根据第一题可知 WB ⊥ O1O2，可知 W,B,O1, F 四点共圆，于是 ∠FWO1 = ∠FBO1 =
1

2
∠ABC，同理

∠EV O2 =
1

2
∠ACB，

WQ

VQ
=
sin∠QV O2

sin∠QWO1
=
sin ∠ACB

2

sin ∠ACB

2

，

于是
WQ

QV
=

MB

NC
。

第四题 如图 4.1.10，已知 ⊙O1 与 ⊙O2 是 △ABC 的 B-,C-伪旁切圆，他们在 AB,BC,AC 上切点是

D,E, F,G，点M,N 分别是 DE,FG中点，直线MB 交 NC 于 T。

求证：S△MFT = S△ENT。

证明 如图 4.1.11，根据曼海姆定理，点N、M 分别是△ABC 的 B-,C-旁切圆圆心，M、A、N 共线，设

MF、EN 交于 Q，易知

∠MEA = 90◦ − 1

2
∠ACB，∠MAE = 90◦ − 1

2
∠CAB，

于是

∠EMA = 90◦ − 1

2
∠ABC，∠AFN = 90◦ − 1

2
∠ABC，∠FAN = 90◦ − 1

2
∠CAB，
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于是△MAE ∼ △FAN，得到
MA

AE
=

FA

AN
，进而△MAF ∼ △EAN，进一步得到

∠QMA+ ∠QNA = ∠AEN + ∠ENA = 90◦ − 1

2
∠CAB， (4.1.3)

我们很容易知道

∠AMB = 90◦ − 1

2
∠ACB， (4.1.4)

∠ANC = 90◦ − 1

2
∠ABC， (4.1.5)

所以根据 (4.1.3)、(4.1.4)、(4.1.5)得到

∠QMT + ∠QNT = 180◦， (4.1.6)

由△MAF ∼ △EAN 得到

NE

MF
=

AE

AM
=
sin∠AME

sin∠AEM
=
cos ∠ABC

2

cos ∠ACB

2

，

MT

NT
=
sin∠MNT

sin∠NMT
=
cos ∠ABC

2

cos ∠ACB

2

，

所以
MT

NT
=

NE

MF
，所以MT ·MF = NE ·NT，根据 (4.1.6)得 S△MFT = S△ENT。

第五题 如图 4.1.12，已知 ⊙O1 与 ⊙O2 是 △ABC 的 B-,C-伪旁切圆，D,E, F,G 是切点，M,N 分别是

DE,FG中点。

求证：∠BMG = ∠DNC。

证明 如图 4.1.13，根据曼海姆定理，N,M 分别是 B-,C-旁切圆圆心，易知 ∠ANF = 90◦ − 1

2
∠ACB =

∠EDC，得到M,N,G,D四点共圆，可知 ∠NMG = ∠NDG，设 DN,BM 交于 S，CN 交MG于 T，直线

MB,NC 交于 P，结论等价于M,N, T, S 四点共圆，即证 ∠NMT = ∠NST。因为 ∠NMG = ∠NDG，因此

只要证明 ∠NST = ∠NDG，即 ST � BC。设直线MB、NC 交于点 P，根据Menelaus定理可知
PC

CN
· ND

DS
· SB
BP

= 1， (4.1.7)
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PB

BM
· MG

GT
· TC
CP

= 1， (4.1.8)

易知MB � GF，NC � DE，可知

DN

DS
=

DG

DB
，

PC

CN
=

BC

CG
，

PB

BM
=

BC

BD
，

MG

TG
=

DG

CG
，

由 (4.1.7)、(4.1.8)得 TC

PC
=

SB

BP
，我们得到 ST � BC。
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4.2 利用多项式除法解高次方程组——何万程

在中学阶段并没有系统讨论过高次方程组的解法，通常解高次方程组得方法就是消元法。若用代入消元法，

如果变量次数高于一次，计算将会非常复杂，而且对次数超过四次的通常都是不可行的，对次数是三次或四次

的，虽然理论上可行，但实施起来要解非常复杂的无理方程，因此代入消元法并不是普遍适用的方法。若用加

减消元法，中学阶段只系统讨论过二元一次方程组和三元一次方程组的加减消元法，这种乘常数再进行加减的

方法对高次方程组通常也是失效的。

下面介绍一个利用多项式除法解高次方程组的方法，这个方法是一个特殊的加减消元法。这个方法的原理

如下：设 f、g是多项式，若

f (x1, x2, · · · , xn) = 0，g (x1, x2, · · · , xn) = 0，

则对任意多项式 f ′ (x1, x2, · · · , xn)，g′ (x1, x2, · · · , xn)，必定有

f ′ (x1, x2, · · · , xn) f (x1, x2, · · · , xn) + g′ (x1, x2, · · · , xn) g (x1, x2, · · · , xn) = 0。

首先介绍二元高次方程组

 f(x, y) = 0，

g(x, y) = 0，
的消元法，假定需要消去元 y：

1. 先把 x 看成常数，选取 f(x, y)、g(x, y) 中 y 次数较高的一个作为 p1(x, y)，另一个作为 p2(x, y)，计算

p1(x, y)

p2(x, y)
，其余式是 r(x, y) =

r1(x, y)

r2(x, y)
（r1(x, y)、r2(x, y)都是多项式），r1(x, y)中 y 的次数一定比 p1(x, y)

和 p2(x, y)都要小；

2. 若 r1(x, y)的系数全是 0，则满足 r1(x, y) = 0的所有解都是原方程组的解；

3. 若 r1(x, y)的系数不全是 0，且不是所有含变量 y的系数都是 0，则令 p2(x, y)取代原来的 p1(x, y)，r1(x, y)

取代原来的 p2(x, y)，继续上述计算步骤；

4. 若 r1(x, y)的系数不全是 0，且所有含变量 y的系数都是 0，则已消元成功。

例 4.2.1. 解方程组  5x2 + 5xy − 3y2 − 3x+ y + 1 = 0，

3x2 − 7xy + y2 − 9x− 4y + 2 = 0。

解 因为

5x2 + 5xy − 3y2 − 3x+ y + 1

= −3
(
3x2 − 7xy + y2 − 9x− 4y + 2

)
− (16x+ 11) y + 14x2 − 30x+ 7，

3x2 − 7xy + y2 − 9x− 4y + 2

=
− (16x+ 11) y + 98x2 + 171x+ 37

(16x+ 11)
2

(
− (16x+ 11) y + 14x2 − 30x+ 7

)
− 604x4 + 702x3 − 1633x2 + 472x+ 17

(16x+ 11)
2 ，

因为

604x4 + 702x3 − 1633x2 + 472x+ 17 =
(
x2 + 2x− 1

) (
604x2 − 506x− 17

)
，

解 x2 +2x− 1 = 0得 x = −1±
√
2，解 604x2 − 506x− 17 = 0得 x =

253± 9
√
917

640
，把 x值逐个代入原方程组

中求解 y的公共值，得原方程组的解是x = −1±
√
2，

y = −3± 2
√
2，


x =

253± 9
√
917

640
，

y =
127∓ 11

√
917

640
。
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对于元数大于二的高次方程组，可以利用例如第一个方程和每个其他方程组成方程组，按二元方程组的消

元方法消去同一个元，得到的新的方程组比原来的方程组元数少一，方程个数比原来的少一，这样不断下去，

就能把元数变成二了。

例 4.2.2. 求一个整系数高次方程，使其一根为 3
√
2 +

5
√
3。

解 令 x =
3
√
2 +

5
√
3，a =

3
√
2，b =

5
√
3，我们得方程组

x = a+ b，

a3 = 2，

b5 = 3，

由 x = a+ b及 b5 = 3消去 b，得

−a5 + 5a4x− 10a3x2 + 10a2x3 − 5ax4 + x5 − 3 = 0，

上面的方程与 a3 = 2消去 a，得

25x21 − 260x18 − 225x16 + 1101x15 − 13410x13 − 2410x12 + 675x11 − 35109x10 + 2840x9 − 13770x8

+ 6660x7 − 2355x6 + 5427x5 + 1980x4 + 670x3 − 540x2 − 360x− 59 = 0，

上面的方程可变为(
5x3 − 1

)2 · (x15 − 10x12 − 9x10 + 40x9 − 540x7 − 80x6 + 27x5 − 1620x4 + 80x3 − 540x2 − 360x− 59
)
= 0，

所以 x15 − 10x12 − 9x10 + 40x9 − 540x7 − 80x6 + 27x5 − 1620x4 + 80x3 − 540x2 − 360x − 59 = 0和 25x21 −
260x18 − 225x16 +1101x15 − 13410x13 − 2410x12 +675x11 − 35109x10 +2840x9 − 13770x8 +6660x7 − 2355x6 +

5427x5 + 1980x4 + 670x3 − 540x2 − 360x− 59 = 0都是所求的方程。

从上面的例子我们可以看到，这种消元法虽然普遍适用，但计算通常都比较繁琐，所以如果方程结构比较

特殊的话应先考虑特殊解法以避免繁琐的计算。
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5.1 【封面故事】Kepler-Poinsot多面体——何万程

把正十二面体每个面按照图 5.1.1的方法延展成一个正五角星，得到的多面体称为小星状正十二面体。把
正二十面体连结同一顶点的五个顶点按照图 5.1.2的方法延展成一个正五角星，得到的多面体称为大星状正十
二面体。小星状正十二面体和大星状正十二面体称为Kepler多面体。按照上述方法延展所在的平面称为Kepler
多面体的面，延展后正五角星的顶点称为 Kepler多面体的顶点，延展后连结正五角星两顶点的边称为 Kepler
多面体的棱。

.

图 5.1.1

.

图 5.1.2

表 5.1.1 Kepler多面体的直观图、顶点数、面数、棱数

名称 直观图 顶点数 面数 棱数

小星状正十二面体
.

12 12 30

大星状正十二面体
.

20 12 30
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由表 5.1.1中的数据可以看出，小星状正十二面体并不符合 Euler公式 V + F − E = 2，其中 V 是顶点数，

F 是面数，E 是棱数。

.

图 5.1.3

.

图 5.1.4

小星状正十二面体可以看成在正十二面体各面上补一个正五棱锥构成的，且其顶点构成正十二面体。大星

状正十二面体可以看成在正二十面体各面上补一个正三棱锥构成的，且其顶点构成正二十面体。

小星状正十二面体也可以利用图 5.1.3的星状化方法构造而成，大星状正十二面体也可以利用图 5.1.4的星
状化方法构造而成。图 5.1.5是小星状正十二面体其中一个角的展开图，图 5.1.6是大星状正十二面体其中一个
角的展开图。

.

图 5.1.5

.

图 5.1.6

.

图 5.1.7

.

图 5.1.8

.

图 5.1.9

把正二十面体按图 5.1.8所示，连结同一顶点的五个顶点的正五边形，所有这些正五边形得到的多面体称
为大正十二面体。把正二十面体按图 5.1.9所示，连结成一个正三角形，所有这些正三角形得到的多面体称为
大正二十面体。大正十二面体和大正二十面体称为 Poinsot多面体。按照上述构造法正五边形或正三角形所在
的面称为 Poinsot多面体的面，正五边形或正三角形的顶点称为 Poinsot多面体的顶点，正五边形或正三角形
的边称为 Poinsot多面体的棱。
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表 5.1.2 Poinsot多面体的直观图、顶点数、面数、棱数

名称 直观图 顶点数 面数 棱数

大正十二面体
.

12 12 30

大正二十面体
.

12 20 30

由表 5.1.2中的数据可以看出，大正十二面体并不符合 Euler公式 V + F − E = 2，其中 V 是顶点数，F

是面数，E 是棱数。

大正十二面体可以看作在正十二面体各面切去一个正三棱锥得到的，图 5.1.11是大正十二面体的展开图。
大正二十面体的构成非常复杂，但用下面的构造法可以比较简单地构造出这个多面体：

（1） 正十二面体各面向内挖一个侧面是正三角形的正五棱锥（如图 5.1.10右下侧所示）；
（2） 在所挖的正五棱锥向外补一个图 5.1.10左上侧的凹多面体。

步骤（2）所补的凹多面体如果把凹下去的四面体补上，则会得到大星状十二面体。因此，大正二十面体
也可以看作大星状十二面体切去六十个小三棱锥后得到的。

.

图 5.1.10

.

图 5.1.11

图 5.1.11 是小大正十二面体的展开图，图 5.1.12 是图 5.1.10 右下侧凹多面体的展开图，图 5.1.13 是图
5.1.10左上侧凹多面体的展开图。
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.

图 5.1.12

.

图 5.1.13

..
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.
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图 5.1.14

Kepler多面体和 Poinsot多面体并称为 Kepler-Poinsot多面体。
各面都是全等的正多边形或正多角星，各顶点所成的多面角都全等的凹多面体称为凹正多面体。Kepler-

Poinsot多面体是仅有的四种凹正多面体。
封面的图就是大正二十面体，pdf版的封面如果用 Adobe Reader 9.0或以上版本可以单击图形激活 3D效

果，可通过鼠标旋转图形观看各个位置（当然 Acrobat 9.0或以上版本亦可以），激活 3D效果后还有更多功能
可按鼠标右键选择。
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