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第 四 章  导 数 和 微 分 

 

§4.1  导数定义和某些初等函数的导数 

 

1． 定义  设 )(xfy = 在 ),( ba 上定义， ),( bax ∈ , 若极限 

x
xfxxf

x
y

xx ∆
−∆+

=
∆
∆

→∆→∆

)()(
limlim

00
,   ),( baxx ∈∆+  

存在，则称 )(xf 在 x点可导，称极限值为函数在 x点的导数，记作 

                 
x

xfxxf
xf

x ∆
−∆+

=′
→∆

)()(
lim)(

0
。 

    若 )(xf 在 ),( ba 上每一点都有导数，则 )(xf ′ 也是一个函数，它是由 )(xf 导出的新函

数，称为 )(xf 的导函数，简称导数。 

记号     
dx
dy

  或  
dx

xdf )( 0   （Leibniz） 

         y′    或  )( 0xf ′    (Lagrange) 

         yD  或  )( 0xfD   (Cauchy) 

         y&   或   )( 0xy&     (Newton) 

今后在本课程里常用 )( 0xf ′ 或
0

|)( xxxf =′ ，力学中用 y&或 )(tf& 。 

                                        
 
 
 
 
 
 
 
 
 

几何背景   xxx ∆+= 0  ， 0xxx −=∆  ,   αtg
xx

xfxf
=

−
−

0

0 )()(
  表示割线 pp0

的斜率，当 0xx → 时 )0( →∆x , 割线 pp0 趋向于一个极限位置，为曲线在 0p 的切线，其

p 

p 
0 

0 x 

y 
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斜率 )( 00 xftg ′=α 即为 )(xf 在 0x 点导数,             

         )(
)()(

limlim 0
0

0
0

00

xf
xx

xfxf
tgtg

xxxx
′=

−
−

==
→→

αα 。 

物理背景   )(tfy = ，t表时间， y表质点运动位移， t∆ 表时间增量： ttt ∆+→ ； 

y∆ 表位移增量： )()()( ttfytftf ∆+=∆+→ ， )()( tfttfy −∆+=∆ ，这样 

     
t
y

∆
∆

  表示 ttt ∆+→ 时间内平均速度， 

     )(lim
0

tf
t
y

t
′=

∆
∆

→∆
 表示 )(tf 在 t时刻的即时速度。 

)()( tftv ′= 也是时间的函数，我们还可对它求导， )()( tatv =′ 称为加速度，如此下去还有

加加速度， 。Λ  比如自由落体 2
2
1 tgs = ，

t
tgttg

tstv
t ∆

−∆+
=′=

→∆

2
2
12

2
1

0

)(
lim)()(  

tgtgtg
t

=∆+
→∆

)(lim 2
1

0
。  g

t
tgttg

va
t

=
∆

−∆+
=′=

→∆

)()(
lim

0
。    

    命题  可导必连续，反之不一定对。 

证   如果 )(xf 在 x点可导，当 0→∆x 时 

)()(0)(
)()(

)()( xfxfxf
x

xfxxf
xxfxxf =′⋅+→

∆
−∆+

⋅∆+=∆+ ， 

所以如果 )(xf 在 x点可导，它在该点必连续。 

    反过来，我们举一个反例， 

    xxf =)( ，当 0=x 时连续，但




<∆−
>∆

=∆=
∆

−∆+
01
01

sgn
)0()0(

x
x

x
x

fxf
 ， 

当 0→∆x 时，极限不存在，故不可导。 
    上述反例中定义导数的双侧极限不存在，但单侧极限是存在的，我们称之为单侧导数。
一般地我们可以定义 

    左导数   
x

xfxxf
xf

x ∆
−∆+

=−′
−→∆

)()(
lim)0( 00

000 ， 

    右导数   
x

xfxxf
xf

x ∆
−∆+

=+′
+→∆

)()(
lim)0( 00

000 。 

)(xf 在 0x 可导充要条件是左右导数存在且相等。 

    例 1  Dirichlet 函数  




=
。，

，

无理数

有理数

x
x

xD
0
,1

)(   

讨论下列函数在 0=x 连续性，可导性。 
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（1） )(xD ， （2） )(xxD ， （3） )(2 xDx 。 

    解 （1） )(xD 在 0=x 间断，是第二类间断点。 

       （2） )(xxD 在 0=x 连续，但不可导。 )(
)(

xD
x

xDx
∆=

∆
∆⋅∆

  当 0→∆x 时不存       

             在极限。 

       （3） )(2 xDx 在 0=x 连续，且可导，导数为 

                         0)(
0)()( 2

→∆⋅∆=
∆

−∆⋅∆
xDx

x
xDx

。 

    例 2  






=

≠
=

0,0

0,
1

sin
)(

x

x
xxS  

（1） )(xS 在 0=x 间断，是第二类间断点。 

（2） )(xxS 在 0=x 连续，不可导，甚至单侧导数也不存在。 

（3） )(2 xSx 在 0=x 连续，可导，导数为0。 

 
2． 某些基本初等函数的导数 
 
    先证三个重要极限： 

    1）   e
x

x
a

a

x
log

)1(log
lim

0
=

+
→

， 

    2）   a
x

a x

x
ln

1
lim

0
=

−
→

 ， 

    3）   µ
µ

=
−+

→ x
x

x

1)1(
lim

0
。 

证  1）注意到 yalog 在 0>y 连续，我们有 

            ex
x

x
a

x
xa

a

x
log)1(limlog

)1(log
lim

1

00
=+=

+
→→

。 

    2）令 ya x =−1  ，当 0→x 时，有 0→y ，作变量替换 )1(log yx a += ，我们

有         a
ey

y
x

a

aa
y

x

x
ln

log
1

)1(log
lim

1
lim

00
==

+
=

−
→→

。 
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    3）令 yx =−+ 1)1( µ  ，当 0→x 时，有 0→y ，在公式 yx +=+ 1)1( µ 中，取

对数，得   )1ln()1ln( yx +=+⋅µ ，这样 

µµ
µ

→
+

⋅⋅
+

==
−+

x
x

y
y

x
y

x
x )1ln(

)1ln(
1)1(

 ，当 0→x 时。 

 

1．常数函数   cxf =)( ，则 0)( =′ xf 。 

2．幂函数  αxxf =)( （定义域与α有关，对任何α， 0>x 总有定义）， 1)( −⋅=′ αα xxf 。 

   11 1)1()()()( −
∆

∆
− ⋅→

−+
⋅=

∆
−∆+

=
∆

−∆+ α
α

α
α

α
α

xx
x

xxx
x

xfxxf

x
x

x
x

，当 0→∆x 时。 

特别：     )0(
1

)( 2
1 ≠−=′− x

x
x ， 

           )0(
2

1
)( >=′ x

x
x 。 

3．指数函数  ),0()( +∞<<∞−>= xaaxf x ， aaxf x ln)( ⋅=′ 。 

      aa
x

a
a

x
aa x

x
x

xxx

ln
1

→
∆

−
=

∆
− ∆∆+

，当 0→∆x 时。 

4．对数函数 )0,10(log)( +∞<<≠<= xaxxf a ，
x

e
xf alog

)( =′ 。 

        e
xxx

xxx
a

x
x

x
x

aaa log
1)1(log1log)(log

→
+

⋅=
∆

−∆+
∆

∆

，当 0→∆x 时。 

    特别地，
x

x
1

)(ln =′ ，这里看出自然对数 xln 确确实实是“自然的”。 

5． Sin函数， xxf sin)( = ， xxf cos)( =′ 。 

       x
x

x
x

xxx xx

cos
sin)cos(2sin)sin( 22 →

∆
+

=
∆

−∆+ ∆∆

，当 0→∆x 时。 

6．Cos函数， xxf cos)( = ， xxf sin)( −=′ 。 

      x
x

x
x

xxx xx

sin
sin)sin(2cos)cos( 22 −→

∆
+−

=
∆

−∆+ ∆∆

， 当 0→∆x 时。 

 

§4.2  导数的四则运算 
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1．定理 1  设 )(xf ， )(xg 在 x点可导，则 

    1） )()(])()([ xgxfxgxf ′±′=′±  （求导是线性运算） 

2） )()()()(])()([ xgxfxgxfxgxf ′⋅+⋅′=′⋅ （它导它不导，它不导它导，然后加         

    起来） 

    3） 
)(

)()()()(
)(
)(

2 xg
xgxfxgxf

xg
xf ′⋅−⋅′

=
′









。 

证   1）令  )()()( xgxfxy +=  

             

。时当 0)()(

)()()()(

)]()([)]()([

→∆′+′→
∆

−∆+
+

∆
−∆+

=

∆
+−∆++∆+

=
∆
∆

xxgxf
x

xgxxg
x

xfxxf
x

xgxfxxgxxf
x
y

 

2） 令   )()()( xgxfxy ⋅=  

。时当

分子

0)()()()(

)()(
)()(

)()(
))()()()((

)()()()(

→∆′⋅+⋅′→
∆

−∆+
+∆+⋅

∆
−∆+

=

∆+⋅+∆+⋅−
∆

⋅−∆+⋅∆+
=

∆
∆

xxgxfxgxf
x

xgxxg
xfxxg

x
xfxxf

xxgxfxxgxf
x

xgxfxxgxxf
x
y

 

3） 令  
)(

1
)(

xg
xy =  

         

。时当 0
)(
)(

)()(
1)()(

)(
1

)(
11

2 →∆
′

−→

∆+
⋅

∆
−∆+

−=









−

∆+
⋅

∆
=

∆
∆

x
xg
xg

xgxxgx
xgxxg

xgxxgxx
y

 

                
)(

1
)(

)(
)(

xg
xf

xg
xf

⋅=      给出（3）。 

    推论   1）   )(])([ xfcxfc ′=′ 。 
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           2）   ∑∑
==

′=
′








 n

i
i

n

i
i xfxf

11

)()( 。 

           3）   )()()()(,)()( 1
11

xfxfxfxKxKxf nkk

n

k
k

n

j
i ΛΛ ′==

′









∑∏

==

。 

例  tg 函数 

         x
xx

xx
x
x

xtg 2
22

22

sec
cos

1
cos

sincos
cos
sin

)( ==
+

=
′









=′  

         x
xx

xx
x
x

xctg 2
22

22

csc
sin

1
sin

sincos
sin
cos

)( −=
−

=
−−

=
′









=′ 。 

       

§4.3 求导的几种技巧 

 
1．  复合函数微分法 

定理   设 )( 0uf ′ 与 )( 0xg′ 存在， )( 00 xgu = ，则复合函数 )]([)( xgfxF = 在 0x 点

可导，且 )()]([)( 000 xgxgfxF ′⋅′=′ 。 

注  若 )(uf 的定义域包含 )(xgu = 的值域，两函数在各自的定义域上可导，则复合

函数 )]([)( xgfxF = 在 )(xg 的定义域上可导，且 

           )()]([)( xgxgfxF ′⋅′=′ （怀中抱月） 

或       xux uyy ′⋅′=′ ， 

         
dx
du

du
dy

dx
dy

⋅= 。 

    
    定理的证明  定义函数 

          








=′

≠
−
−

=
。00

0
0

0

,)(

,,
)()(

)(
uuuf

uu
uu

ufuf
uA  

)(uA 在 0u 点连续， )()()(lim 00
0

ufuAuA
uu

′==
→

  

    由恒等式， ))(()()( 00 uuuAufuf −=− ，我们有 

         
0

0

0

0

0

0 )()(
)]([

)]([)]([)()(
xx

xgxg
xgA

xx
xgfxgf

xx
xFxF

−
−

⋅=
−
−

=
−
−
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令 0xx → ，得 )()]([)( 000 xgxgfxF ′⋅′=′ 。 

我们引进 )(uA 是为了避免再直接写表达式 

    
0

0

0

0

0

0 )()()()()()(
xx

xgxg
uu

ufuf
xx

xFxF
−
−

⋅
−
−

=
−
−

 

中当 0xx ≠ 时，可能会出现 0uu =  情况。 

例 1  21 xy −= ，求 y′。 

解 

        

。
2

2
1

2

2
1

2
1

2

1

)2()1(
2
1

)1()1(
2
1

x

x

xx

xxy

−
−=

−−=

′−−=′

−

−

 

    例 2  2sin xy = ，求 y′。 

解  222 cos2)(cos xxxxy =′⋅=′ 。 

例 3  )sin(sin 3xy = ，求 y′。 

解  )cos(sincos3)(cos)cos(sin 332333 xxxxxxy =′⋅⋅=′ 。 

例 4  )1ln( 2xxy ++= ，求 y′。 

解 

       
22

2

2

2

1

1

1
12

2
1

1

)1(

xxx
x

x

xx

xx
y

+
=

++
+

+
=

++

′++
=′ 。 

    例 5  ||ln xy = ，求 y′。 

    解  0>x  时，
x

y
1

= ； 0<x  时，
x

x
x

xy
1

)(
1

))ln(( =′−−=′−=′ ， 0≠∴ x 时，

x
x

1
)||ln( =′ 。 

    例 6  )2sin(ln xy = ，求 y′。 

解  
)2sin(
)2cos(2

)2cos(
)2sin(

2
x
x

x
x

y ==′ 。 
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2． 隐函数微分法 

    若可微函数 )(xyy = 满足方程 0),( =yxF ，则其导数可以从 0),( =yxF
dx
d

求出。一

个方程 0),( =yxF 何时能唯一决定一个可微函数 )(xyy = ，留待日后解决，现在我们通常

假定能唯一决定一个可微函数，考虑如何求出导函数问题。 

    例 7   222 ayx =+ ，求过点 ),( 00 yx  )0( 0 ≠y 的切线方程。 

    解  对方程 222 ayx =+ 求导，心中记住 )(xyy = 是 x的函数，得 

                 022 =′⋅+ yyx  

                 
y
x

xy −=′ )(  

在 ),( 00 yx 点上，
0

0
0 )(

y
x

xy −=′ ，过 ),( 00 yx 切线方程为 

               )( 0
0

0
0 xx

y
x

yy −−=− ， 

               
2

0
2

000 yxyyxx +=+ ， 

即  2
00 ayyxx =+ 。 

3． 对数微分法 
    我们结合例子研究对数微分法 

    例 8  )0(
3

>
−

= a
ax

x
y ，求 y′。 

解  函数定义域 )0,(−∞ 和 ),( +∞a ，取对数  ||ln
2
1

||ln
2
3

ln axxy −−= ，两边对

)(xyy = 求导，采用隐函数微分法，得  
)(2

321
2
11

2
3

axx
ax

axxy
y

−
−

=
−

⋅−⋅=
′

，所以 

ax
x

axx
axy

−−
−=′

3

)(2
32

 。 

    例 9  vuy = ， )(xuu = ， )(xvv = ，求 y′。 

解  取对数，得 uvy lnln ⋅= ，两边求导，得  u
u

vuv
y
y

′⋅⋅+⋅′=
′ 1

ln ， 
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)ln()ln( uv
u
uv

uuv
u
uv

yy v ⋅′+
′

=⋅′+
′

=′ 。 

    如 xxy = ， )ln1( xxy x +=′ 。 

4． 反函数求导 

定理   设 )( yx ϕ= 在区间 ),( dc 上连续，严格上升，在 ),(0 dcy ∈ 点可导，且

0)( 0 ≠′ yϕ ， )( 00 yx ϕ= 。则反函数 )(xfy = 在 0x 点可导，且 

            
)]([

1
)(

1
)(

00
0 xfy

xf
ϕϕ ′

=
′

=′ 。 

注  若 )( yx ϕ= 在 ),( dc 可导，导数 )0(0 <> 或 ，则反函数 )(xfy = 存在，且 

            )()(
1

)]([
1

)(
1

)( xfyyxfy
xf =′

=
′

=
′

=′
ϕϕϕ

 。 

这里导数 )0(0 <> 或 可推出 )( yϕ 严格上升（下降），反函数之导数公式也可写成         

                          

dy
dxdx

dy 1=  。 

定理的证明  要证
0

0 )()(
lim

0 xx
xfxf

xx −
−

→
存在，注意到这个比式是函数 

              
)()(

)(
0

0

yy
yy

yg
ϕϕ −

−
=   与   )(xfy =  

的复合，由定理条件知 

              
)(

1

0

)0()(
1lim

)()(
)()(

lim
00

0

00 y
yy

yyyy
xfxf

yyyy ϕϕϕϕϕ ′
=

−

−
=

−
−

→→
。 

再由反函数连续性， 0xx → 时， 0yy → ，由复合函数求极限定理得 

         
)(

1
)(lim)]([lim

)()(
lim

00

0

000 y
ygxfg

xx
xfxf

yyxxxx ϕ ′
===

−
−

→→→
。 

    例 10  )1,0( ≠>= aaay x ，求 y′。 

    解  yx alog= ， axaxaye
y

xayy
a

aa

x ln
log)(log

1
)( =

=
=

=′
=′ ，反过来，如
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果 )( ′xa 已知，也可求 
y

e
aayaxa

x a
xxa

log
ln
1

log)(
1

)(log ===′
=′ 。 

    例 11  αxy = ，求 y′。 

    解  xey lnα= ， 1ln −⋅==′ αααα
xxe

x
y 。 

例 12  xy arcsin= ，求 y′。 

解         yx sin= ， 

           

。
21

1
)cos(arcsin

1

arcsin)(sin
1

)(arcsin

x

x

xyy
x

−
=

=

=′
=′

 

    例 13  xy arccos= ，求 y′。 

解 

        

。
21

1
)sin(arccos

1

arccos)(cos
1

)(arccos

x

x

xyy
x

−
−=

−=

=′
=′

 

    例 14  xarctgy = ，求 y′。 

解 

      

。2

2

1
1

)(sec
1

)(
1

)(

x

xarctg

xarctgyytg
xarctg

+
=

=

=′
=′

 

同理可得 21
1

)(
x

xarcctg
+

−=′ 。 

5． 双曲函数及其反函数之导数 

             )(2
1 xx eexshy −−== ， 

             )(2
1 xx eexchy −+==   ， 
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xch
xsh

xthy ==   

             
xsh
xch

xcthy ==  

性质         122 =− xshxch  

             xchxshxch 222 =+  

             xchxshxsh ⋅= 22  

             yshxchychxshyxsh ⋅±⋅=± )(  

             yshxshychxchyxch ⋅±⋅=± )(  

             
xch

xth
2

2 1
1 =−  

             
xsh

xcth
2

2 1
1 −=−  

             
x

x

exshxch

exchxsh
−=−

=+
      由 







=−

=+
− θ

θ

θθ

θθ
i

i

ei

ei

sincos

sincos
 

             xchxsh =′)(  

             xshxch =′)(  

             
xch

xth 2

1
)( =′  

反双曲函数    

             )1ln( 2xxxArsh ++=  

             
21

1
][

1
)(

1
)(

xxArshchxArshyysh
xArsh

+
===′

=′  

xArch 不是单值函数，可选一个分支来研究 

              
x
x

xArth
−
+

=
1
1

ln
2
1

 

              21
1

)(
x

xArth
−

=′  

 基本初等函数导数公式 

     0)( =′c      
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 1)( −⋅=′ αα α xx    

 aaa xx ln)( =′ ,           xx ee =′)(          

 
x

e
x a

a
log

)(log =′ ,        
x

x
1

)||ln( =′  

 xx cos)(sin =′           xchxsh =′)(  

 xx sin)(cos −=′          xshxch =′)(  

 
x

xtg 2cos
1

)( =′           
xch

xth 2

1
)( =′  

 
x

xctg 2sin
1

)( −=′          

 
21

1
)(arcsin

x
x

−
=′      

2

2

1

1
))1ln((

x
xx

+
=′++   

 
21

1
)(arccos

x
x

−
−=′  

 21
1

)(
x

xarctg
+

=′         
21

1
1
1

ln
2
1

xx
x

−
=

′








−
+

 

6. 参数式求导 

参数方程 




=
=

)(
)(
tyy
txx
， 当 )(tx ， )(ty 在 ],[ ba 连续，可导，且 0)( ≠′ tx 时，我们可

假定 0)( >′ tx 或 0)( <′ tx 。这时 )(tx 严格单调，所以 )(txx = 有反函数， )(xtt = ，且可

导：
)(

1
)(

tx
xt

′
=′ ，参数方程决定一个函数 ))(()( xtyxy = ，它的导数

t

t
xtx x

y
tyy

′
′

=′⋅′=′   或

可写成
dt
dx

dt
dy

dx
dy

= 。 

例（旋轮线，摆线，最速下降线） 一轮沿一直线滚动，求轮线上一定点的轨迹曲线，
并求斜率为 1的曲线的切线。 

解  
 
 
 
 
 
 
 

a 
A 

B 

t  a 

O 
M 
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CBOMx −= ， ABAMy −= ， CMOM =  

     )20(
)cos1(cos
)sin(sin

π≤≤




−=−=
−=−=

t
tataay
ttatatax

 

    钟摆当α很小时，摆动可近似为简谐振动，但这只是个近似。在摆的两
侧用两条曲线限制它，使它成为严格简谐振动，从而有严格周期，这个曲线

恰为旋轮线，故它也称为摆线。 
    
    考虑一个质点在重力作用下从 A点沿曲线下降到 B点，沿什么曲线下降最快？也是旋
轮线，故它也称为最速下降线。 

 
现在我们求它的导数： 
    

  

2

1
)cos1(

sin
t

tgta
ta

x
y

y
t

t
x =

−
=

′
′

=′  。 

 

令  1

2

1
=

t
tg
，

2
π

=t ，这时 )1
2

( −=
π

ax ， ay = 。该点的切线方程为 

          )1
2

( −−=−
π

axay ， 

即        )
2

2(
π

−+= axy 。 

7． 极坐标求导 

 极坐标中函数   )(θrr = 。 

 换成直角坐标   




=
=

θθ
θθ

sin)(
cos)(

ry
rx

 

可看成参数式   α

θ
θ

θ

θ
θ

θ

θθθθ
θθθθ

θ

θ tg

r
r

tg

r
r

tg

rr
rr

x
y

yx =

′
−

′
+

=
−′
+′

=
′
′

=′

)(
)(

1

)(
)(

sin)(cos)(
cos)(sin)(

，由此

βθα
θα

θα
θ
θ

tgtg
tgtg

tgtg
r
r

=−=
+

−
=

′
)(

1)(
)(

，见图。 

 
 
 

    例  证明螺线 )0,( >= baear bθ 向径与切线交角

                    β 
                    

               θ        α 
                            

r =r(θ) 

A 

B 
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为一常数。 

 证  β
θ
θ

θ

θ

tg
beab

ea
r
r

b

b

===
′

1
)(
)(

, 所以
b

arctg
1

=β 为常数，与θ无关。 

 

§4.4 高阶导数 

 

1．如果 )(ts 是直线上质点运动位移，则 )()( tvts =′ 就是质点运动中的速度， )()( tstv ′′=′  

)(ta= 为加速度，这样很自然地可以引进高阶导数概念。 

一般地可由归纳法定义： )()1( xf n− 是 )(xf 的 1−n 阶导数，它的n阶导数定义为 

))(( )1()( ′= − xff nn  。形式地记 )()(0 xfxf = ，引进一个记号 

              }),()()({),( )( baCtftfbaC nn ∈= ：  

在概念上高阶导数没有什么新东西，但在具体求高阶导数时还是需要一些新技巧。 

    例 1  axey = ，求 )(ny 。 

    解  axeay =′ ， axeay 2=′′ ， axnn eay =)(，Λ 。 

    例 2  αxy = ，求 )(ny 。 

    解  1−=′ αα xy ， axeay 2=′′ ， nn xny −+−−= αααα )1()1()( ΛΛ，  )1( ≥n   当

α为正整数时， n=α ， !)( ny n = ， n<α ， 0)( =ny 。若 )(xPm 是m次多项式， mn > ，

则 0)()( =xP n 。 

    例 3  )1ln( xy += ，求 )(ny 。 

    解  
x

y
+

=′
1

1
，

2)1(
1
x

y
+

−=′′ ，
n

nn

x
n

y
)1(

!)1(
)1( 1)(

+
−

−= −，Λ  )1( ≥n ， 其中规定

1!0 = 。 

    例 4  xy sin= ，求 )(ny 。 

解   )
2

sin(cos
π

+==′ xxy ， 

     )sin(sin π+=−=′′ xxy  
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)

2
sin()( πn

xy n +=

Μ
 

同理可得 

         )
2

cos()(cos )( πn
xx n +=  

用 Euler 公式， θθθ sincos ie i += , 形式地 

      

)()(

)
2

(
2)(

)(sin)(cos

)
2

sin()
2

cos(

)(

nn

nii
niinni

i

n
i

n
eeeeie

θθ

π
θ

π
θ

πθθ
π

θθ

+=

+++=

===
+

 

所以  )
2

cos()(cos )( πn
xx n += ， )

2
sin()(sin )( πn

xx n += 。 

    例 5  xarctgy = ，求 )(ny 。 

解  y
ytgx

y 2
22

cos
1

1
1

1
=

+
=

+
=′  

    )
2

(2sincossincos2 2 π
+=′⋅⋅−=′′ yyyyyy  

  

  

)
2

(3sincos2

))
2

(2(coscos2

)
2

(2coscos2)
2

(2sin)sin(cos2

3

3

43

π

π

ππ

+⋅=

++⋅=

+++−⋅=′′′

yy

yyy

yyyyyy

 

       ΛΛ  

    )
2

(sincos!)1()( π
+⋅−=∴ ynyny nn   。    

特别地  !)22()1()0( 1)12( −−= −− ny nn ， 

        0)0()2( =ny 。 

2． Leibniz 公式 

           )()()()( nnn vuvu ±=±  

           )()()( nn ucuc =  

           )1()0()0()1()( vuvuvu +=′⋅  
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           )2()0()1()1()0()2( 2)( vuvuvuvu ++=′′⋅  

           )3()0()2()1()1()2()0()3()3( 33)( vuvuvuvuvu +++=⋅ 。 

定理  若 vu，  有任意阶导数，则 

         ∑
=

−=⋅
n

k

kknk
n

n vuCvu
1

)()()()( ，
!)(!

!
knk

n
C k

n −
= 。 

证  用归纳法， 1=n 已经成立。 设n时成立，我们来证 1+n 时也成立。 

    ∑
=

−+ ′=⋅
n

k

kknk
n

n vuCvu
0

)()()1( ][)(  

  

( )

。∑

∑

∑ ∑

∑

+

=

−+
+

+

=

+−−+

=

+

=

+−−+−

=

+−+−

=

+++=

+=

+=

1

0

)()1(
1

)1()0(

1

)()1(1)0()1(0

0

1

1

)()1(1)()1(

0

)1()()()1( ][

n

k

kknk
n

nn
n

n

k

kknk
n

k
n

n
n

n

k

n

k

kknk
n

kknk
n

n

k

kknkknk
n

vuC

vuCvuCCvuC

vuCvuC

vuvuC

 

这个证明与牛顿二项式展开公式证明的格式是一致的，这里的更标准。最后一步用到了恒等

式 k
n

k
n

k
n CCC 1

1
+

− =+ 。 

复合函数，反函数，参数式，隐函数归纳不出求高阶导数的公式，但至少我们可归纳出

二阶，三阶导数的公式，那也是非常有用的。 

例如  )]([ xgfy =  

      )()]([ xgxgfy ′′=′  

      )()]([)]([)]([ 2 xgxgfxgxgfy ′′′+′⋅′′=′′  

      )()]([)()()]([3)]([)]([ 3)3()3( xgxgfxgxgxgfxgxgfy ′′′+′′⋅′′′+′⋅=  

设 )(xyy = , )(yxx = 互为反函数，则 

               
)(

1
)(

xy
yx

′
=′  

              

。3

2

)]([

)()(
)]([

1
)(

xy
y

yxxy
xy

yx

′
′′

−=

′⋅′′⋅
′

−=′′
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又设




=
=

)(
)(
tyy
txx
为参数式，则 

                 
)(
)(

)(
tx
ty

xy
′
′

=′  

                 

。3

2

)]([
)()()()(

)(
)]([

)()()()(
)(

tx
txtytytx

xt
tx

txtytytx
xy

′
′′′−′′′

=

′⋅
′

′′′−′′′
=′′

 

再设 0),( =yxF 定义隐函数 )(xyy = ，则对 0),( =yxF 两边求一次导，得出含 )(xy′ 的方

程，解出 )(xy′ 来；求二次导，得出含 )(xy ′′ 的方程，可解出 )(xy ′′ 来。 

例 6  xy arcsin= ，求 )0()(ny 。 

解  这个函数求 )()( xy n 的公式是困难的，但求 )0()(ny 相对容易，这在今后研究它的

Taylor 展开式时是有用的。 

            
21

1

x
y

−
=′ ，      1)1( 22 =′− yx  

两边再对 x求一次导数，得 022)1( 22 =′−′′′⋅− yxyyx 。当 1<x 时， 0≠′y ，可除去 y′项，

得 0)1( 2 =′−′′⋅− yxyx 。求 )2( −n 次导数，用 Leibniz 公式，得 

0)2()2(
2

)3)(2(
)2)(2()1( )2()1()2()1()(2 =−−−−

−−
+−−+− −−−− nnnnn ynxyy

nn
yxnyx  

把 0=x 代入，得 

      0)0()2()0()3)(2()0( )2()2()( =−−−−− −− nnn ynynny  

      )0()2()0( )2(2)( −−= nn yny  

           0)0()0( =y ， 1)0()1( =y ， 

 ∴       0)0()2( =ny ，   

           

。2

)1(222

)12(2)12(

]!!)12[(

)0(1)32()12(

)0()12()0(

−=

−−=

−= −+

n

ynn

yny nn

Λ  

例 7  设 )(xfy = 在 0x 点有一，二阶导数，满足 )( 00 xfy ′=′ ， 0)( 00 ≠′′=′′ xfy 。 
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求过点 ))(,( 000 xfyxM = 的圆 222 )()( Rbyax =−+− ，使得它在 M 点与给定函数有

相同的一二阶导数，该圆称为曲率圆，R 称为曲率半径，
R

k
1

= 称为曲率，点 ),( ba 称为曲

率中心，它在工程中，比如铁路转弯的 设计中非常有用。 

 解  需要求的参数有三个 Rba ，， 。它们满足 

（1） 过M 点：                ）（1)()( 22
0

2
0 Rbyax =−+−  

（2） 在M 点一阶导数相同       ）（20)()( 000 =′−+− ybyax  

（3） 在M 点二阶导数相同       ）（30)(1 00
2

0 =′′−+′+ ybyy  

由（3）解出       
0

2
0

0
1

y
y

yb
′′
′+

+=   

    由（2）解出      
0

2
0

00
1

y
y

yxa
′′
′+′−=  

由（1）解出      
||
)1(

0

2
3

2
0

y
y

R
′′
′+

= 。 

 
3. 导数与“边际”概念 
 
   导数概念在经济学中就是通常的“边际”的概念。 

设 )(xf 为一个经济函数，则 )(xf ′ 称为该函数的“边际”函数。 如， )( pfQ = 为需

求函数，则 )( pf ′ 为“边际”需求函数； )(xCC = 为成本函数， )(xC ′ 为“边际”成本函

数； )(xL 为利润函数， )(xL′ 为“边际”利润函数。 

产品按件计算时， )()1()( nfnfnf −+≈′ 用差分来代替导数，它表示产量每增加一

个单位（一件）时，经济函数的增加量，这就是“边际”函数的定义。 

例 1： 某企业每月生产x吨产品的总成本C（千元）是产量 x的函数 == )(xCC  

20102 +− xx ，如果每吨产品的销售价格为20千元，试求每月生产 8 吨，10 吨，15 吨，

20 吨产品的实际利润。 

解： 销售收入函数 xxR 20)( =  （千元）， 

     利润函数 2030)()()( 2 −+−=−= xxxCxRxL  

y=f(x) 
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这里成本函数 20)10()( +−== xxxCC 表示固定成本 20 千元，可变成本 )10( −x （千元/

吨）是产量的函数，它表示可变成本随产量增加是线性增加的，这是这个模型的关键。 

        0)(,302)( <′+−=′ xLxxL 当 15>x 时， 0)( >′ xL 当 15<x 时。 

        14)8( =′L ，  10)10( =′L ，  0)15( =′L ，  10)20( −=′L 。 

当 15>x 时， 0)( <′ xL ，表明该企业不能依赖增加产量来提高利润。 

 

4. 导数与“弹性”概念 
 

在经济学中另一个与导数有关的是“弹性”概念。 

   经济函数 )(xf ，我们称
)(
)(

xf
xf

x
′

⋅ 为该经济函数的“弹性”函数，记为： )(xη 。 

            )( 0xη    称为点弹性， 

            1|| =η   称为单位弹性， 

            1|| >η   称为相当有弹性， 

1|| <η   称为相当无弹性。 

其含义从

x
xf
xf

x
)(
)('

)( =η 的定义中可以理解，它是

x
y
x
y

∆
∆

当 0→∆x 时的极限，是一种相

对的变化率。 

例 2． 设某商品需求函数为
p

AeQ 4
1

−
= ，其中 0>A 为最大需求量， ),0[ +∞∈p 。

试求： 

（1） 需求量对价格的弹性； 

（2） 价格 16=p （元）时需求量对价格的弹性。 

解： （1）  
p

AepfQ 4
1

4
1

)(
−

−=′=′ ， 

             
4)(

)(
)(

p
pf
pf

pp −=
′

⋅=η 。 

     （2）  4)16( −=η ，它表示价格每增加 %1 时，需求量下降 %4 。 当 16=p 元

时，价格每降低 %1 ，需求会增加 %4 ，是相当有弹性的。采取降价措施可增加销售量，从
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而增加收入。 

 

销售收入弹性： )()( ppfQppRR =⋅== ，销售收入对价格的弹性 

        ηη +=
′

⋅+=
′+

=
′

⋅= 1
)(
)(

1
)(

)()(
)(
)(

pf
pf

p
pf

pfppf
pR
pR

p  

通常需求弹性 0<η ，所以销售收入弹性 1<η 。 

当 01 <<− η 时， 0>η ， 1|| <η ，表明收入增加的百分数小于价格增加的百分数，提

高价格会增加收入。 

当 12 −<<− η 时， 0<η ， 1|| <η ，表明收入减少的百分数小于价格增加的百分数，

提高价格会减少收入。 

当 2−<η 时， 1−<η ， 1|| >η ，表明收入增加的百分数大于价格减少的百分数，提 

高价格会显著的减少收入（相当有弹性）。 

例 3． 设某产品销售x单位的收入为 2900400)( xxxR −−= 。试确定使平均收入最

大的 x值，和最大平均收入。 

解：  x
xx

xR
xR −−==

900
400

)(
)( ， 

       令 0)( =′ xR ， 1
900

)( 2 −=′
x

xR ，得 30=x （舍去 30−=x ）。 

       12000)30( =R ，分析可知 30=x 时， 12000)30( =R 是最大值。 

例 4： 某工厂每生产x吨产品的成本为 1311510)( 23 ++−= xxxxC （万元），每月 

销售收入为 2100)( xxxR −=  （万元）。 试求每月产量多大时，利润最大？ 

解： 13159)()()( 23 −−+−=−= xxxxCxRxL ， 

      15183)( 2 −+−=′ xxxL ， 

令 0)( =′ xL ， 0562 =+− xx ， 11 =x ， 52 =x 。 

          186)( +−=′′ xxL ， 

而 012)1( >=′′L ， 012)5( <−=′′L 。 故每月产量为 5 吨时，可获最大利润， 12)5( =L （万

元）。 

 

§4.5 微分 
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1.  微分定义 

定义  设 )(xf 定义于 ),( ba ， ),( bax ∈ , 且 

            
)0()(

)()(
→∆∆+∆=

−∆+=∆
xxoxA

xfxxfy
 

则称 )(xfy = 在 x点可微， xA∆ 称为函数的微分，记为 

                  xAxfdyd ∆== )( , 

即 yd 是 y∆ 的线性主部。 

定理   函数 )(xfy = 在 x点可微的充要条件：函数 )(xfy = 在 x点可导，且 

xxfyd ∆′= )( 。 

证  必要性, 设 )(xfy = 在 x点可微，即 

            )()()( xoxAxfxxfy ∆+∆⋅=−∆+=∆  

则 A
x
xo

A
x
y

→
∆
∆

+=
∆
∆ )(

    当 0→∆x 时，故 )(xf ′ 存在，且 Axf =′ )( 。 

充分性, 设 )(xfy = 在 x点可导，即
x
y

xf
x ∆

∆
=′

→∆ 0
lim)( 存在。 

则     0])([lim
0

=′−
∆
∆

→∆
xf

x
y

x
  

或     0]
)(

[lim
0

=
∆

∆′−∆
→∆ x

xxfy
x

 

即      )()( xoxxfy ∆+∆′−∆  

        )()( xoxxfy ∆+∆′=∆  

故 )(xfy = 在 x点可微，且 xxfyd ∆′= )( 。 

     令 xy = ， 1=′y , xxdyd ∆== , 即自变量 x的微分是 xxd ∆= ，所以 

xxfyd ∆′= )( 。 从这可看出符号 )(xf
xd
yd ′= 的合理性，从而导数也称为微商，即两个微

分之商。用这种记号记忆以下公式是十分方便的： 

    复合函数求导公式   
xd
ud

ud
yd

xd
yd

⋅=  
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    反函数求导公式     

yd
xdxd

yd 1=  

    参数求导公式       

td
xd
td
yd

xd
yd

=  

微分的几何意义是在局部以直代曲，如图。 

 

    MNxxd =∆=                   

    KNxdxfyd =′= )(  

    PKydPNy +==∆  

)( xoydyPK ∆=−∆= 。 

    当 x∆ 充分小时，近似地认为 PN等于KN，即在 x点局部，可用直线代替曲线。 
2. 一阶微分形式的不变性 

 考察复合函数 )(ufy = ， )(xgu = , )]([ xgfy = , 求微分 

        udufxdxgxgfyd )()()]([ ′=′′=  

 观察看出  对 )(ufy = 求微分时，不管u是自变量还是函数, 所得结果的形式是不变的，

这个性质称为一阶微分形式的不变性。它为一阶微分形式所独有，对高阶微分就不成立了。 

考察函数 )(xfy = ，其一阶微分 xdxfyd )(′= ，这时 x， xd 是独立变量，即 yd 是 x

和 xd 的函数， 

         
2

2

2

)(

))((

))(()(

xdxf

xdxf

xdxdxfyddyd

′′=

′′=

′′==

 

这里 22 )( xdxd = 是一种简单记法，不要误解成 xdxxd ⋅= 2)( 2 。在 ))(( ′′ xdxf 计算中，

把 xd 看成常数，得到 2))(( xdxf ′′ ，一般地可得到 nnn xdxfyd )()(= ，这是n阶微分，这

对理解记号
n

n
n

xd
yd

xf =)()( 作为高阶微商，即高阶导数就很自然了。 

    对高阶微分，我们有 

                vdudvud nnn ±=± )( ， 

0

M
N

K
P



 85 

                vdudCuvd kkn

k

k
n

n ⋅= −
∞

=
∑

0

)( ， 

    如果有复合函数： )(ufy = ， )(xgu = ，我们有 udufyd )(′= ，即一阶微分有形式

不变性。 

           

udufuduf

udufuduf

uddufudufd
udufdyd

22

22

2

)()(

)())((

)()()(
))((

′+′′=

′+′′=

′+′=

′=

 

    一般地当 )(xgu = 不是线性函数时， 02 ≠ud ，所以二阶（从而二阶以上）微分没有

形式不变性。事实上 02 =ud 当且仅当 baxu += ，即线性函数。 

    微分的定义告诉我们它可以用来做近似计算，这在后续计算方法课程中还要详细讲解。 

由于一阶微分有形式不变性，我们有如下微分表： 

  0=cd  

      uduud 1−= αα α  

      udaaad uu ln=  

      ud
u

e
ud a

a

log
||log =  

      uduud cossin =  

      uduud sincos −=  

      
u

ud
utgd

2cos
=  

      
u

ud
uctgd

2sin
−=  

      
21

arcsin
u

ud
ud

−
=  

      
21

arccos
u

ud
ud

−
−=  

      
21 u

ud
uarctgd

+
=  

      
21 u

ud
uarcctgd

+
−=  
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      uduchushd =  

      udushuchd =  

      
uch

ud
uthd

2
=  

      
2

2

1
)1ln(

u

ud
uuduArshd

+
=++=  

      
1

)1ln(
2

2

−
−=−+=

u

ud
uuduArchd  

      
21

)
1
1

ln
2
1

(
u
ud

u
u

duArthd
−

=
−
+

=  

      vdudvud nnn ±=± )(  

      vdudCuvd kkn

k

k
n

n ⋅= −
∞

=
∑

0

)(  

      
2v

vuduvd
v
u

d
−

=







 

udufufd )()( ′=      

udufudufufd 222 )()()( ′+′′=                            □ 

                              

§4.6  微分中值定理 

 

定义  若 0x∃ 的邻域 )( 0xU ，使 )()( 0xfxf ≤ ， )( 0xUx ∈∀ ，称 0x 为极大值点，

)( 0xf 称为极大值；上述定义“≤”改为“ ≥”时，定义极小值点和极小值。严格不等号成

立时，称严格极值。 
最大，最小是全局概念，极大，极小是局部概念，应注意区分。 

    定理 （P.Fermat） 设 )(xf 在 0x 有极值，且 )( 0xf ′ 存在，则 0)( 0 =′ xf 。 

证 无妨设 )( 0xf 为极大值，则当 0>∆x 时，且 )( 00 xUxx ∈∆+ 时，有 

                   0
)()( 00 ≤

∆
−∆+

x
xfxxf

 

令 +→∆ 0x ，得 0)( 0 ≤′ xf 。 
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    当 0<∆x 时，有 0
)()( 00 ≥

∆
−∆+

x
xfxxf

 。令 −→∆ 0x ，得 0)( 0 ≥′ xf ，由此推得

0)( 0 =′ xf 。 

Fermat 定理表明导数为 0 是极值必要条件，但是如果 ],[)( baCxf ∈ ，那么它能达到

最大值，如果它又可导，在 ),( ba 内 0)( =′ xf 只有一个根，则比较 )(af ， )( 0xf ， )(bf 就

可定出最大值。 

定理（M. Rolle）设 ],[)( baCxf ∈ ， )(xf 在 ),( ba 可导，且 )()( bfaf = ，则 

),( ba∈∃ξ ，使得 0)( =′ ξf 。 

 
 
 
 
 
 
                             ξ 

证  因为 ],[)( baCxf ∈ ， )(xf 在 ],[ ba 上有最大值 M 与最小值m，如果 mM = ，

则 Mxf =)( ，这时 0)( =′ xf ，可取 ),( ba 中任意一点作为ξ ，如果 mM > ，其中至少有

一个不等于 )()( bfaf = 。不妨设 )(afM > ，我们假定 )(xf 在 ),( ba∈ξ 取到最大值，

Mf =)(ξ ，即ξ 为一个极值点，且 )(ξf ′ 存在，由 Fermat 定理， 0)( =′ ξf 。 

定理（Lagrange）设 ],[)( baCxf ∈ ， )(xf 在 ),( ba 可导，则 ),( ba∈∃ξ ，使得 

ab
afbf

f
−
−

=′ )()(
)(ξ  。 

                                            
 
 
 
 
 
                               ξ 

 
  证  作辅助函数 
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1)(
1)(

1)(

)(
bbf
aaf

xxf

xG =  ， 

它有明显几何意义，即它表示连接三点 { })),((),),((),),(( bbfaafxxf  的三角形

面积之二倍，那么 ],[)( baCxG ∈ ，在 ),( ba 可导，且 0)()( == bGaG ，用 Rolle 定理，

),( ba∈∃ξ ，使得 0)( =′ ξG ，即 

0
1)(
1)(

01)(

=

′

bbf
aaf

f ξ

，     
ab

afbf
f

−
−

=′ )()(
)(ξ 。 

辅助函数造法很多，比如可以用以下方法 

    



 −

−
−

+−= )(
)()(

)()()( ax
ba

bfaf
afxfxF ， 

    )]()()[())](()([)( afbfaxabafxfx −−−−−=Φ ， 

    )]()([))(()( afbfxabxfx −−−=Ψ 。 

然后借助于 Rolle 定理都可证明 Lagrange定理。 

注释  量
ba

bfaf
−
− )()(
表示连接两点 ))(,( afaA 和 ))(,( bfbB 的弦的斜率，不管 ba <

还是 ba > 都对。Lagrange定理表明存在 ),( ba 中一点，使 )(ξf ′ 恰等于这个斜率，Lagrange

定理也称 Lagrange公式，它也可以写成 ))(()()( axfafxf −′+= ξ ，其中ξ 介于 x与a之

间，它可以看成用线性函数 ))(()( axfaf −′+ ξ 在a局部对 )(xf 的逼近。它还可写成 

       ))](([)()( ababafafbf −−+′+= θ ， 

      hhafafhaf )()()( θ+′+=+ ， 

其中 10 << θ ， abh −= 。 

这里 ha θξ += ，只要指出
h

a−
=

ξ
θ 满足 10 << θ 。当 0>h 时， haa +<< ξ ，

ha <−< ξ0 ， 10 <<
−
h

aξ
，得 10 << θ 。当 0<h 时， aha <<+ ξ ， ha −<−< ξ0  

10 <<
−
−
h

a ξ
，得 10 << θ 。 

    推论 1 设 ],[)( baCxf ∈ ，且在 ),( ba 可导， 0)( =′ xf ，则 Cxf ≡)( 。 
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证  Lagrange定理给出， ],[ bax ∈∀ ， 0))(()()( =−′=− axfafxf ξ )( ba << ξ ，

由此得 

Cafxf ≡≡ )()( 。 

推论 2  设 )(xf ， ],[)( baCxg ∈ ，在 ),( ba 可导，并有 )()( xgxf ′=′ ，则 )(xf  

Cxg += )( 。 

    证 对 )()( xgxf − 应用推论 1即得。 

定理 （Cauchy） 设 )(xf ， ],[)( baCxg ∈ ，且在 ),( ba 可导， 0)( ≠′ xg ，则 

),( ba∈∃ξ ，使得 
)(
)(

)()(
)()(

ξ
ξ

g
f

agbg
afbf

′
′

=
−
−

。 

证 对 f 和 g分别应用 Lagrange定理，我们可得
)(
)(

)()(
)()(

ξ
ξ

g
f

agbg
afbf

′
′

=
−
−

，这里 1ξ 与 2ξ

可能不一样，这是一条错误之路，本定理关键要求是一致的ξ 。作函数 

              

1)()(
1)()(

1)()(

)(
bgbf
agaf

xgxf

xG = ， 

它的几何意义是在参数曲线 




=
=

)(
)(

xgY
xfX

 上，三点 ,))(),((,))(),(({ agafxgxf  

}))(),(( bgbf 连成的三角形面积之二倍。则 )(xG 满足 Rolle 定理条件，故 ),( ba∈∃ξ ，使

得 0)( =′ ξG ，即 )]()()[()]()()[( agbgfafbfg −′=−′ ξξ ，得证。 

注1 与 Lagrange定理证明类似，我们也可借助其它形式的辅助函数，比如用 

        )]()()[()]()()[()( afbfxgagbgxfxF −−−= 。 

    注 2  xxg =)( 时，Cauchy定理推出 Lagrange定理。 

注3   不管 ba > 还是 ba < ，Cauchy定理都可写成 

       
)(
)(

))((
))((

)()(
)()(

hag
haf

abag
abaf

agbg
afbf

θ
θ

θ
θ

+′
+′

=
−+′
−+′

=
−
−

 ， 

其中 abh −= ， 10 << θ 。 
 

§4.7 del 'Hospitale 法则 
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求极限是数学分析中一种基本的运算。常用的法则，我们可以归纳如下： 

         )(lim)(lim)]()([lim xgxfxgxf
axaxax →→→

±=±  

             )(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf
axaxax →→→

⋅=⋅  

             
)(lim

)(lim

)(
)(

lim
xg

xf

xg
xf

ax

ax

ax
→

→

→
=  

             
)(lim)( )(lim)(lim

xgxg ax
axax

xfxf →
→→

= 。 

    上述运算中，分母极限 0≠ ，底的极限 0> 。这些条件不满足，就不能应用上述法则。

但有些是定式：如 ∞=
∞
0
，有些就是不定式了，共有七种： ∞−∞ ， ∞⋅0 ，

0
0
，

∞
∞
， 00 ，

∞1 ， 0∞ 。 

    本质上只有两种：
0
0
与

∞
∞
。其它的可变换到这两种来求，如 ∞⋅0

0
1

0 ⋅= 就成为
0
0
型，

或者 ∞⋅
∞

=∞⋅
1

0 变成
∞
∞
型。 

例  Axf
ax

=
→

)(lim ， Bxg
ax

=
→

)(lim ，证明 BAxgxf
ax

⋅=⋅
→

)()(lim 。 

证  记 )||,1||max( ABM += ，由 Bxg
ax

=
→

)(lim ，对 10 =ε ， 01 >∃δ ，使得如果 

10 δ<−< ax ，有 1)( <− Bxg ，即 MBxg ≤+< 1)( 。 

0>∀ε ，由 Axf
ax

=
→

)(lim 及 Bxg
ax

=
→

)(lim ， 02 >∃δ ，使得如果 20 δ<−< ax ，就

有
M

Axf
2

)(
ε

<− 及
M

Bxg
2

)(
ε

<− 。 

取 ),min( 21 δδδ = ，则当 δ<−< ax0 时，有 

BxgAAxfxgABxgxf −+−≤− )()()()()(  

               

ε

εε

=

+<
M

M
M

M
22  

故 BAxgxf
ax

⋅=⋅
→

)()(lim 。 

1． 
0
0
型不定式 

定理 1  设 

    1） )(xf ， )(xg 在 );(0 δaU 上连续，且 =
→

)(lim xf
ax

0)(lim =
→

xg
ax

， 
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        2） )(xf ， )(xg 在 );(0 δaU 上可导，且 0)( ≠′ xg ， 

    3） k
xg
xf

ax
=

′
′

→ )(
)(

lim （k为有限或 ∞± ）， 

则 k
xg
xf

xg
xf

axax
=

′
′

=
→→ )(

)(
lim

)(
)(

lim 。 

证  先证 k
xg
xf

ax
=

→ )(
)(

lim ，由 1），我们补充定义 0)()( == agaf ，则 f ， g 成为在

],[ aa δ− 连续， ),( aa δ− 上可导函数。 ),( aax δ−∈∀ ， )(xf ， )(xg 在 ],[ ax 满足 

Cauchy中值定理条件，所以有 

          
)]([
)]([

)()(
)()(

)(
)(

axag
axaf

agxg
afxf

xg
xf

−+′
−+′

=
−
−

=
θ
θ

， 10 << θ ， 

由 3）， k
axag
axaf

ax
=

−+′
−+′

−→ )]([
)]([

lim
0 θ

θ
，所以 k

xg
xf

ax
=

−→ )(
)(

lim
0

。 

同理 k
xg
xf

ax
=

+→ )(
)(

lim
0

，综合起来有 k
xg
xf

ax
=

→ )(
)(

lim 。 

    注  把 ax →  改为 0+→ ax 或 0−→ ax 结论也成立。 
定理 2  设 

    1） )(xf ， )(xg 在 ),( +∞a 连续，且 =
+∞→

)(lim xf
x

0)(lim =
+∞→

xg
x

， 

    2） )(xf ， )(xg 在 ),( +∞a 可导，且 0)( ≠′ xg ， 

    3） k
xg
xf

x
=

′
′

+∞→ )(
)(

lim （k为有限或 ∞∞± , ）， 

则 k
xg
xf

x
=

+∞→ )(
)(

lim 。 

证 先算极限，然后再验证条件。 

            
)((

)((
lim

([

([
lim

(

(
lim

)(
)(

lim
2

2

000 1)1

1)1

)]1

)]1

)1

)1

tt

tt

t

t

t

t

g

f

g

f

g

f

xg
xf

tttx −′

−′
=′

′
==

+→+→+→+∞→
 

                     )
1

(
)(
)(

lim
)(
)(

lim 1

1

0 t
xk

xg
xf

g
f

xt
t

t ==
′
′

=
′

′
=

+∞→+→
。  

其中只有第二个等式需要说明它满足定理的条件。不妨设 0>a ， )(1
tf ， )( 1

tg 在 ),0( 1
a 上
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连续，且
0 0

1 1lim ( ) lim ( ) 0
t tt tf g
→ + → +

= = ，且 )(1
tf ， )(1

tg 在 ),0( 1a 可导，且 

        0))((])([ 2
111 ≠−′=′ ttt gg ，有  k

g
f

t

t
t

=
′

′
+→ ])([

])([
lim 1

1

0
。 

    注  把 +∞→x 换成 −∞→x 和 ∞→x 也有相应的结论。 

例1 ?
sin

lim
0

=
−
−

→ xx
xshx

x
 

解    1
cos

lim
sin

lim
1cos

1
lim

sin
lim

0000
−=

−
=

−
=

−
−

=
−
−

→→→→ x
chx

x
shx

x
chx

xx
xshx

xxxx
 。 

例2 ?
1

lim
20

=
−+→ xx e

x
 

解    
2
1

2
1

lim
1

lim
1

lim
202020

−=
−

=
−

=
− +→+→+→ ttttxx ee

t

e

x
   )( 2tx = 。 

例3 ?)(lim
2

=−
+∞→

xarctgx
x

π  

解    1
1

1
1

limlim)(lim

2

2

1
2

2
=

−

+
−

=
−

=−
+∞→+∞→+∞→

x

x
xarctg

xarctgx
xxx

x

π
π

 。 

2． 
∞
∞
型不定式 

定理 3   设 

    1） )(xf ， )(xg 在 );(0 δaU 上连续，且 ∞=
→

)(lim xf
ax

， ∞=
→

)(lim xg
ax

， 

    2） )(xf ， )(xg 在 );(0 δaU 可导，且 0)( ≠′ xg ， 

    3） k
xg
xf

ax
=

′
′

→ )(
)(

lim （有限或 ∞∞± , ）， 

则 k
xg
xf

ax
=

→ )(
)(

lim 。 

证  只对 ∞<k 和 0−→ ax 情况证明。 

0>∀ε ，由 3）， 01 >∃δ ，当 aa <<− ξδ1 时，有 

                    
3)(

)( ε
ξ
ξ

<−
′
′

k
g
f

， 

),( 1 aax δ−∈∀ ，在 ],[ 1 xa δ− 上应用 Cauchy中值定理，得 
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          k
g
f

k
xgxg
xfxf

−
′
′

=−
−
−

)(
)(

)()(
)()(

1

1

ξ
ξ
， 这里 11 δ−= ax ， 

 即     )]()([
)(
)(

)]()([)()( 111 xgxgk
g
f

xgxgkxfxf −







−

′
′

=−−−
ξ
ξ

 

故      )]()([
)(
)(

)]()([)()( 111 xgxgk
g
f

xkgxfxkgxf −







−

′
′

=−−−
ξ
ξ

 

        
)(

)()(
)(
)(

1
)(
)(

)(
)( 111

xg
xkgxf

xg
xg

k
g
f

k
xg
xf −

+







−








−

′
′

=−
ξ
ξ

。 

又由于 ∞=
−→

)(lim
0

xg
ax

，有 0
)(

)()(
lim 11

0
=

−
−→ xg

xkgxf
ax

， 0
)(
)(

lim 1

0
=

−→ xg
xg

ax
，所以 2δ∃ ，使得

当 axa <<− 2δ 时，有 

             
2)(

)()( 11 ε
<

−
xg

xkgxf
，     

2
1

)(
)( 1 <

xg
xg

 

令 ),min( 21 δδδ = ，当 axa <<− δ 时，有 

      
)(

)()(
)(
)(

1
)(
)(

)(
)( 111

xg
xkgxf

xg
xg

k
g
f

k
xg
xf −

+−−
′
′

≤−
ξ
ξ

  

                ε
εε

=+⋅≤
232

3
。 

即 k
xg
xf

ax
=

−→ )(
)(

lim
0

。 

定理 4   设 

     1） )(xf ， )(xg 在 ),( +∞a 上连续，且 ∞=
+∞→

)(lim xg
x

， 

        2） )(xf ， )(xg 在 ),( +∞a 上可导，且 0)( ≠′ xg ， 

        3） k
xg
xf

x
=

′
′

+∞→ )(
)(

lim （有限或 ∞± ，∞）， 

则 k
xg
xf

xg
xf

xx
=

′
′

=
+∞→+∞→ )(

)(
lim

)(
)(

lim 。 

证 可类似于由定理 1证明定理 2的过程给出证明，这里省略。 

例 4  ?
ln

lim =
+∞→ εx

x
x

  )0( >ε  
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解   0
1

limlim
ln

lim
1

1

===
+∞→−+∞→+∞→ εεε εε xxx

x
x

x

xx
。 

例 5  ?lim =
+∞→ xx e

xα

   )0( >α  

解   0
])[()1(

limlimlim
1][1

=
−−

===
−−

+∞→

−

+∞→+∞→ xxxxxx e
x

e
x

e
x αααα ααααα Λ

Λ 。 

无穷大量是“梁山泊排座次”： +∞→x  

ΛΛ <<<<<<<<<<<<<<<<
xeeexxxx x)0(lnlnln 21

21 αααα  

ΛΛ <<<<<<<<<<<<<< !)0(lnlnln 21
21 nnnnn αααα  

例6   证明函数 

           






=
≠=

−

,)0(0
,)0()(

2
1

x
xexf

x
 

在 ),( +∞−∞ 上无穷次可微。 

证  当 0≠x 时，
2

1

3

2
)( xe

x
xf

−

=′ ； 

当 0=x 时， 

     )
1

(
1

limlim
)0()(

lim)0(
2

1

00

2

t
x

t

te
x

e
x

fxf
f

t

x

xx
===

−
=

−

∞→

−

→→
 

           0
2

1
limlim 22 ===

∞→∞→ tttt tee

t
。 

且 0)(lim
0

=′
→

xf
x

， ),()( 1 +∞−∞∈∴ Cxf 。  

假设 






=

≠=
−

)0(0

)0()()(
2

1

3)(
1

x

xePxf
x

xnn ，已证 1=n 时，它是对的，设 n时成立，我们看

1+n 阶导数， 0≠x 时 

            
2
1

3233
)1( 1112

)( x
nn

n e
x

P
xx

P
x

xf
−

+














′−






=  

                    
2

1

)1(3
1 x

n eP
x

−

+ 




=  
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            0
)(

lim
)(

lim)0( 2

2

3

1

1
3

0

)1( ===
∞→

−

→

+

t
n

t

x
xn

x

n

e

ttP
x

eP
f  )

1
(

t
x =     

从 )()( xf n 表达式，易知 )()( xf n ),( +∞−∞∈C ，所以 )(xf ),( +∞−∞∈ ∞C 。 

类似定义函数 







≤
>=

−

0,0
0,)(

1

x
xex

x
ξ  

可证 ),( +∞−∞∈ ∞Cξ ，这是一个很有用的函数，稍加改造我们可以构造如下函数： 

         
)1()4(

)4(
)(

22

2

−+−
−

=
xx

x
x

ξξ
ξ

η  

则 )(xη ),( +∞−∞∈ ∞C ，且 1)( =xη ， 1≤x ； 1)(0 << xη ， 21 << x ； 0)( =xη ， 

2≥x 。这个函数非常有用。 

 
 
 
 
 
 
 
3． 其它类型不定式 

    通过变量替换，我们总可把其它形式不定式化到
0
0
和

∞
∞
型，具体采用什么样替换，要

机警对待。 

例7   )0(lnlim
0

>
+→

αα xx
x

 

解  这是 ∞⋅0 型。 

      
1

0 0 0 0

1

lnln 1
lim ln lim lim lim 0

1
x

x x x x

x
x x x

x x

α α

α α

α α→ + → + → + → +

+

 = = = − = 
 −

 

例8   求极限 )0(lim

1

21 >






 +++
i

xx
n

xx

a
n

aaa Λ
。这里分别考虑 0→x ， +∞→x ， 

−∞→x 三种情况。 

解  令 
xx

n
xx

n
aaa

y

1

21







 +++
=

Λ
，  







 +++
=

n
aaa

x
y

x
n

xx Λ21ln
1

ln 。 
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我们来求 ylnlim 。 

   1） 
x
n

xx
n

x
n

xx

xx aaa
aaaaaa

y
+++

+++
=

→→ Λ
Λ

21

2211

00

lnlnln
limlnlim  

              )ln(
1

1 naa
n

Λ=  

              n
naa Λ1ln=  

所以 n
nx

aay Λ10
lim =

→
，即为n个数的几何平均。 

 

2）  
x
n

xx
n

x
n

xx

xx aaa
aaaaaa

y
+++

+++
=

+∞→+∞→ Λ
Λ

21

2211 lnlnln
limlnlim   

记 ),,,max( 21 naaaM Λ= ，则 

     
x

M
ax

M
ax

M
a

a
x

M
a

a
x

M
a

a
x

M
a

y
n

n
n

xx







++






+
















++








+









=
+∞→+∞→

Λ

Λ

21

2
2

1
1 lnlnln

limlnlim Mln=  

所以 =
+∞→

y
x
lim ),,,max( 21 naaaM Λ= 。 

3） 令 ),,,min( 21 naaam Λ= ，则 

  
x

m
ax

m
ax

m
a

a
x

m
a

a
x

m
a

a
x

m
a

y
n

n
n

xx







++






+
















++








+









=
+∞→+∞→

Λ

Λ

21

2
2

1
1 lnlnln

limlnlim mln=  

所以 =
−∞→

y
x
lim ),,,min( 21 naaam Λ= 。 

 

习题： 

4.1 用定义求 )0(f ′ ，其中






=

≠
=

.0,0

,0,
1

sin
)(

2

x

x
x

x
xf  
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4.2 用定义求 )0(f ′ ，其中






=
≠=

−

.0,0
,0,)(

2
1

x
xexf

x
 

4.3 设




=
,0

,1
)(

为无理数

为有理数

，

，

x
x

xD  讨论下列函数在 0=x 处的连续性，可导性： 

（1） )(xD ，     （2）  )(xDx ⋅ ，       （3）   )(2 xDx ⋅ . 

4.4 设 )(xf 是偶函数，且 )0(f ′ 存在，证明： 0)0( =′f . 

4.5 设 )( 0xf ′ 存在，证明对称导数也存在，即 )(
2

)()(
lim 0

00

0
xf

h
hxfhxf

h
′=

−−+
→

. 

4.6 求下列序列的极限： 

（1） ]sin
2

sin
1

[sinlim
222 n

n
nnn

+++
+∞→

Λ ； 

（2） )1()
2

1)(
1

1(lim
222 n

n
nnn

+++
+∞→

Λ . 

4.7 设 )(xP 是最高次项系数为1的多项式，M 是它的最大实根，求证： 0)( ≥′ MP . 

4.8 给定抛物线 32 +−= xxy ，求过 )5,2( 点的切线与法线方程. 

4.9 给定曲线 452 ++= xxy ， 

（1） 确定b，使直线 bxy += 3 为曲线的切线； 

（2） 确定m，使直线 mxy = 为曲线的切线. 

 
4.10 求下列函数的导数： 

（1）  
3

7
53

x
xxy ++= ；           （2）  

2

2532
x

xxx
y

−+−
= ； 

 (3)    
2

2

1
1

x
x

y
−
+

= ；                  （4）    
21

1
xx

y
++

= ； 

（5）  )3)(2)(1( xxxy −−−= ；       （6）   
2

2

1
1

xx
xx

y
+−
++

= ； 

（7）  
)2)(1( −−

=
xx

x
y ；            （8）    

xx
y

−
−

+
=

1
1

1
1

； 

（9）  
x
x

y
−
+

=
1
1
；                  （10）   

)1)(1(
2

2xx
x

y
+−

−
= ； 
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（11）  3
3

1
x

x
y += ；               （12）   

dcx
bax

y
+
+

=   )0( ≠− bcad . 

4.11 求下列函数的导数： 

（1）   xxy sin2= ；                 （2）    nx
n

xxy
1

ln3 −= ； 

（3）   xxy lncos ⋅= ；               （4）    xxxy lnsin ⋅⋅= ； 

（5）   x
x

xy ln)
1

( += ；              （6）    
x

x
y

sin
= ； 

（7）   
xx
xx

y
sincos
sincos

−
+

= ；             （8）    ctgxy = ； 

（9）   xy sec= ；                    （10）   xy csc= ； 

（11）  xy 2sin= ；                   （12）   
xx

x
y

1
ln

cos
4

= ； 

（13）  xchxy sin= ；                 （14）   thxtgxy = . 

4.12  确定常数 ba, ，使函数 




≤

>+
=

.1,

1,
)(

2 xx

xbax
xf   有连续的导数. 

4.13  求下列极限： 

（1） 
x

x
x

)1ln(
lim

0

+
→

；            

（2） ]1)
1

1[(lim −+
+∞→

p

n n
n   （ p为有理数）. 

4.14 利用等比级数的求和公式，求下列级数的和： 

（1） 12321 −++++= n
n nxxxS Λ ； 

（2） 12222 321 −++++= n
n xnxxS Λ . 

4.15  求证： 

（1） 121 22 −⋅=+++ nn
nnn nnCCC Λ ； 

（2） 22221 2)1(2 −⋅+=+++ nn
nnn nnCnCC Λ . 

4.16  求下列函数的导数： 

（1）   33 )4( −= xy ；            （2）  2222 )( xaxaxy −+= ； 

（3）  
22 xa

x
y

−
= ；             （4）  3

3

3

1
1

x
x

y
−
+

= ； 

（5）  xxxy ++= ；         （6）  3 31 xy += ； 
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（7）  )ln(ln xy = ；                （8）  
xa
xa

a
y

−
+

= ln
2
1

； 

（9）  )ln( 22 xaxy ++= ；       （10）  
2

ln
x

tgy = ； 

（11） 23ln xy = ；                 （12）  
x
x

y
cos1
cos1

ln
−
+

= ； 

（13） 
xx
xx

y
−++
−−+

=
11
11

ln ；      （14）  xxy 3coscos 3 −= ； 

（15） nxxy n cossin ⋅= ；          （16）  xtgxtgtgxy 53

5
1

3
1

+−= ； 

（17） )cos(cos xy = ；           （18）  
2

2

sin
sin

x
x

y = . 

4.17  求下列级数的和： 

（1）  ∑
=

n

k

kxk
1

sin ；                 （2）   ∑
=

n

k

kxk
1

cos . 

4.18  确定常数，使下列函数处处可导： 

（1） ）为常数α
α

(
.0,0

,0,
1

sin
)(







≤

>
=

x

x
x

x
xf  

（2） ）为常数c
xx
xcx

xg (
.0),1ln(
,0,

)(




<+
≥+

=  

（3） 求 )0(f ′ 与求 )(lim
0

xf
x

′
→

 是否是一回事？ 

4.19  讨论下列函数的可导性，在可导点处求其导数： 

（1） |)3()2)(1(| 2 −−−= xxxy ； 

（2） 






>−

≤+−
=

.1||,1||

,1||,)1)(1(
4
1 2

xx

xxx
y  

4.20  设 )(xf 在 ),( +∞−∞ 上可导，求证： 

（1） 若 )(xf 为奇函数，则 )(xf ′ 为偶函数； 

（2） 若 )(xf 为周期函数，则 )(xf ′ 也是周期函数. 

4.21  设 3 23 23 2 ayx =+ ， )0( >a ， 
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（1） 求 y ′′； 

（2） 证明：曲线的切线被坐标轴所截长度为一常数. 
4.22  用对数微分法求下列函数的导数： 

（1）  xxy =   )0( >x ；           （2）  tgxxy =   )0( >x ； 

（3）  xxy ln=   )0( >x ；          （4）  xey =   )0( >x ； 

（5）  
2
1
xey

−
=   )0( ≠x ；          （6）  xay sin=  )0( >a ； 

（7）  xxy
1

)1( +=   )0( >x ；       （8）  
xxxy =   )0( >x . 

4.23 求下列函数的导数： 

（1）  xey =   )0( >x ；           （2）  
2
1
xey

−
=   )0( ≠x ； 

（3）  
xx

xx

ee
ee

y
−

−

+
−

= ；               （4）  21arcsin xy −= ； 

（5）  
x

y
1

arcsin= ；               （6）  )arccos(sin xy = ； 

      （7）  )sin(cos bxbxey ax += ；     （8）  )1ln(
2
1 2xarctgxxy +−⋅= ； 

（9） 
2

2

1
211

x
x

arctg
x
x

arctgy
−

+
−−

= ； 

（10） 








+
−

=
2
x

tg
ba
ba

arctgy   )0( >> ba ； 

（11） )( 2 xtgarctgy = ；          （12）  
bax

a
x

x
b

b
a

y 





⋅






⋅






=  )0,( >ba ； 

（13） 
xaaxaa aaxy ++= ；      （14）  )22( 22

+−= − xxey x ； 

（15） )
1

ln(arccos
x

y = ；       （16）  )1ln( 2 xx eey ++= ； 

（17） 
a
xa

xa
x

y arcsin
22

2
22 +−=    )0( >a ； 

 (18)   ||ln
22

22
2

22 xax
a

xa
x

y ++++=    )0( >a ； 

(19) 
3

12
3

1
1

)1(
ln

6
1

2

2 −
+

−−
+

=
x

arctg
xx

x
y ； 
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(20) 
1

2
22

1
12
12

ln
24

1
22

2

−
−

+−
++

=
x

x
arctg

xx
xx

y . 

4.24  设 tax 3cos= ， tay 3sin= ， 

（1） 求 )(xy′ ； 

（2） 证明曲线的切线被坐标轴所截长度为一常数. 

4.25  证明：圆 θsin2ar =  )0( >a  的向径与切线间的夹角等于向径的极角. 

4.26  证明：心脏线 )cos1( θ−= ar  )0( >a 的向径与切线间的夹角等于向径的极角的  

       一半. 

4.27  证明：双纽线 θ2cos22 ar =  的向径与切线间的夹角等于两倍向径的极角加
2
π

. 

4.28   市场学里一个常用的模型是把一种产品的市场饱和水平作为时间的函数，模型为

tbas λ+=ln 。其中 S 表示市场饱和百分数， t表示该产品引进的年数， λ 为常数，

10 << λ ， ba, 为常数。试求关于时间 t 的饱和水平的弹性，并作出经济学解释。

（ λλη lntbt= ，当 0>b 时， 0<η ，市场饱和百分数 S随产品引进年数增加而减少；当

0<b 时， 0>η ，市场饱和百分数 S随产品引进年数增加而增加，但无论是增加或减少的

变化率都越来越小）。 

4.29   设某商品的需求函数 pQ 5200 −= ， p为价格，试讨论其弹性变化。 

4.30   试证函数的弹性具有如下性质： 
（1） 积的弹性等于弹性的和； 
（2） 商的弹性等于弹性的差； 

（3） 函数 )(xfy = 的弹性与 x， y的度量单位无关。 

4.31   设某商品每月销售x件时收入函数 1001000)(
x

xexR
−

= ，问每月销多少件商品时，可

使收入最大。 
4.32   用一阶微分不变性求微分： 

（1）  |)
42

(|ln
π

+=
x

tgy ；          （2）  xarctgey = ； 

（3）  
xaxy =  )0( >a ；            （4）   

2sin xey = . 

4.33  填空： 

（1） )?(cossin2
2sin dxdxxe x = ；   (2)    )?(

1
22

ddx
xa

=
+

； 
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(3)    )?(
ln 2ln de

x
x x = ；            (4)    )?(

1 2
ddx

x

x
=

−
； 

(5)   )?(cos2
22

ddxexe xx = ；        (6)   )?(
1

ddx
e

e
x

x

=
+

； 

(7)   )?(
1 2

ddx
e

e
x

x

=
+

. 

4.34  下列近似值： 

（1）  120；                       （2）  4 80； 

（3）  )29sin( ο ；                     （4）  05.1arctg . 

4.35   设 0)1( =′′f ， 1)1( =′f ，求证：在 1=x 点  )()( 2
2

2
2 xf

dx
d

xf
dx
d

= . 

4.36   设 xy arcsin1 = ， xy arccos2 = ，求证 21 , yy  都满足方程： 

                 0)1( 2 =′−′′− yxyx . 

4.37   设 mxxy )1( 2++= ，求证： ymyxyx 22 )1( =′+′′+ . 

4.38   求证：切比雪夫多项式 )arccoscos(
2

1
)(

1
xnxT

nn −
= 满足方程 

                0)()()()1( 22 =+′−′′− xTnxTxxTx nnn .  

       并证明 )(xTn 是多项式. 

4.39   求下列隐函数的二阶导数 y ′′： 

（1） 3 23 23 2 ayx =+   )0( >a ； 

（2） 0333 =−+ axyyx    )0( >a . 

4.40   求下列参数式的二阶导数 )(xy ′′ ： 

（1） tax 3cos= ， tay 3sin=  )0( >a ； 

（2） )cos
2

(ln t
t

tgax += ， tay sin=   )0( >a . 

4.41   求下列函数的高阶导数 )(ny ： 
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（1）  
21

1
x

y
−

= ；                   （2）  
3 1
1

x
x

y
−

+
= ； 

（3）  
x

x
y

n

−
=

1
；                    （4）  xy 2sin= ； 

（5）  xy 3sin= ；                   （6）  xey x sin= ； 

（7）  
12 −

=
x

x
y

n

；                   （8）  )cos(sin xxey x += . 

4.42   求证： 

（1） 若 xxy n ln1−= ， 则
x

n
y n )!1()( −

= ； 

 

（2） 若
dcx
bax

y
+
+

= ，则 )(
)(

!
)1(

1

1
)( adbc

dcx
cn

y
n

n
nn −

+
−=

+

−

. 

4.43  设 arctgxy = ，求证： 

（1） 
n

nn

x
xP

y
)1(
)(

2
1)(

+
= − ，其中 )(1 xPn− 为 1−n 次多项式； 

（2） )(1 xPn− 的最高次项是
11 !)1( −−− nn xn . 

4.44  设 2)(arcsin xy = ， 

（1） 证明： 2)1( 2 =′−′′− yxyx ； 

（2） 证明： 0)12()1( )(2)1()2(2 =−+−− ++ nnn ynxynyx   )1( ≥n ； 

（3） 证明： )0()0( )(2)2( nn yny =+ ； 

（4） 求 )0()(ny . 

4.45  求证：勒让德多项式 )(2 ])1[(
!2

1
)( nn

nn x
n

xP −=   ),2,1,0( Λ=n  满足方程： 

                   0)()1()(2)()1( 2 =++′−′′− xPnnxPxxPx nnn . 

4.46  求证：切比雪夫---拉盖尔多项式 )( xn
n

n
x ex

dx
d

ey −=  满足方程： 

                     0)1( =+′−−′′ nyyxyx . 
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4.47  求证：切比雪夫---厄尔米特多项式 )(
!

1
)1( 22

22 x

n

nx
n e

dx
d

e
n

y
−

−=  满足方程： 

                     0=+′−′′ nyyxy . 

4.48  设 nm xxxf )1()( −= ， nm, 为自然数， ]1,0[∈x ，则 )1,0(∈∃ξ ，使 

                         
ξ

ξ
−

=
1n

m
. 

4.49  求证 cbacxbxax ++=++ 234 23  在 )1,0( 间至少有一个根. 

4.50  设 0
1

10 =+++
+ na

n
a

n
a

Λ ，求证：方程 01
10 =+++ −

n
nn axaxa Λ 在 )1,0( 间至

少有一个根. 

4.51  设 01
1

1)( axaxaxaxf n
n

n
n ++++= −

− Λ 有 1+n 个零点，则 0)( ≡xf . 

4.52  设 )(xf 可导，求证： )(xf 的两个零点之间一定有 )()( xfxf ′+ 的零点. 

4.53  求证：勒让德多项式 n
n

n

nn x
dx
d

n
xP )1(

!2
1

)( 2 −= 在 ]1,1[− 内有n个零点. 

4.54  求证：切比雪夫---拉盖尔多项式 )()( xn
n

n
x

n ex
dx
d

exL −= 有n个不同正零点. 

4.55  求证：切比雪夫---厄尔米特多项式 )(
!

1
)1( 22

22 x

n

nx
n e

dx
d

e
n

y
−

−= 有n个不同零点. 

4.56  设 )(xf 在 ),( ba 上可导，且 )(xf ′ 单调，证明 )(xf ′ 在 ),( ba 上连续. 

4.57  设 )()( xf n 在 ),( rr +− 上存在，且 lxf n

x
=

→
)(lim )(

0
，求证： lf n =)0()(  . 

4.58  设 0>h ， )(xf ′ 在 ),( haha +− 中存在，求证： 

（1） )()(
)()(

hafhaf
h

hafhaf
θθ −′++′=

−−+
  )10( << θ ； 

（2） )()(
)()(2)(

hafhaf
h

hafafhaf
θθ −′−+′=

−+−+
 )10( << θ . 

4.59  设 )(xf 在 ),( ∞+a 上可导，且 )(xf ′ 有界，求证： )(xf 在 ),( ∞+a 上一致连续. 

4.60  设 ],[)( baCxf ∈ ，求证： )(xf 在 ],[ ba 上满足 −L 条件 

                     ||)()(| yxkyfxf −≤−    （k为常数） 
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       当且仅当 )( xfe 在 ],[ ba 上满足 −L 条件 

                     |||| )()( yxkee yfxf −′≤−    （k ′为常数）. 

4.61  设 )(xf 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 上可微，求证： ),( ba∈∃ξ 使 

                    )()()]()([2 22 ξξ fabafbf ′−=− . 

4.62  设 ],[)( baCxf ∈  )0( >ab ，在 ),( ba 上可微，求证： ),( ba∈∃ξ 使 

                    )()(
)()(

1
ξξξ ff

bfaf
ba

ab
′−=

−
. 

4.63  求下列极限： 

（1）  
20

cos1
lim

x
x

x

−
→

；             （2）  
tgmx
tgnx

x π→
lim  （ mn, 为自然数）； 

（3）  
20

)1ln(
lim

x
xx

x

+−
→

；          （4）  xx
x

lnlim
0+→
； 

（5）  
x

k

x e
x

+∞→
lim  )0( >k ；         （6）  )

1
sin

1
(lim

0 xxx
−

→
； 

（7）  ]
1

)1ln(
1

[lim
0 xxx

−
+→

；        （8）  )(lim
11

0

xx

x
bax −

→
 )0,( >ba ； 

（9）  

2
sin1

)1cos(ln
lim

1 x
x

x π
−

−
→

；         （10）  
x

ex x

x

−+
→

1

0

)1(
lim ； 

（11） 
xx

xx x

x ln1
lim

1 +−
−

→
；          （12）  









+
−

−
−→ x

xx
ctgx

x 1
1

2
1lim 2

01
； 

4.64  求下列极限： 

（1）  x

x
tgx sin

0
)(lim

→
；              （2）  

2
1

0

sin
lim x

x
x

x








→
； 

（3）  
2

1

0
)(coslim x

x
xπ

→
；            （4）  

2
1

0
lim x

x
tgx

x








→
； 

（5）  
x

x
x

x

1

)1ln(
lim 






 +

+∞→
；         （6）  

x
arctgx

x

1

2
lim 






 −

+∞→

π
； 
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（7）  

x

e
x x

x

1
1

0

)1(
lim
















+

→
；          （8）  

x

x
x

tg
x

1

12
lim 








++∞→

π
. 

4.65  求下列极限（a，b为实数）: 

（1）  
x

x
x

b

a

x

ln
1
1

lim

1

0 







+
+

+→
；          （2）  

x
x
x

b

a

x

ln
1
1

lim

1









+
+

+∞→
. 

4.66   由拉格朗日中值定理，
x

xx
θ+

⋅=−+
1

1
0)1ln(  )10( << θ ，求证：

2
1

lim
0

=
→

θ
x

. 


