
第一章 函 数

1.集合运算公式

 |A B x x A x B   或 , A A B  ，B A B  .

A A  , A U U , A A A .

 |A B x x A x B   且 , A B A ， A B B ,

A   , A U A , A A A .

 |A B x x A x B   且 ,  |A x x U x A  且 , A A U , A A  .

2.集合运算律

（1）交换律： A B B A  ； A B B A  .

（2）结合律：    A B C A B C    ；    A B C A B C    .

（3）分配律：      A B C A C B C     ；

     A B C A C B C     .

（4）摩根律（对偶律）： A B A B  ； A B A B  .

3.绝对值及其运算的性质

（1） 0x ， 2xxx  , xxx  .

（2） yxxy  ， )0(  y
y

x

y

x
.

（3） )0(  yyxyyx ； yxyx  或 )0(  yyx .

（4） yxyxyx  .

（5） yxyxyx  .

（6） yxyx  .

4.几个常用的分段函数

(1)绝对值函数:









.0,

,0,

xx

xx
xy



(2)符号函数:
















.0,1

,0,0

,0,1

sgn

x

x

x

xy

(3)取整函数: ][xy  .

(4)狄立克莱函数:









,,0

,,1

Q

Q

x

x
y 其中 QQ, 分别表示有理数和无理数.

5.函数的几种简单性质

（1）函数的奇偶性 奇函数    xfxf  ，偶函数    xfxf 

（2）函数的周期性 )()( xfTxf  满足等式的最小正数T ，称为函数的

周期

（3）函数的单调性

对区间 ),( ba 内的任意两点 1x 和 2x ，

当 21 xx  时，如果有 )()( 21 xfxf  ，则称函数 )(xf 在区间 ),( ba 内单调增加

或单调递增；

当 21 xx  时，如果有 )()( 21 xfxf  ，则称函数 )(xf 在区间 ),( ba 内单调减少

或单调递减.

对区间 ),( ba 内的任意两点 1x 和 2x ，当 21 xx  时，如果有 )()( 21 xfxf  ，则

称函数 )(xf 在区间 ),( ba 内单调不减；

当 21 xx  时，如果有 )()( 21 xfxf  ，则称函数 )(xf 在区间 ),( ba 内单调不增.

（4）函数的有界性

设函数 )(xfy  在区间 ),( ba 内有定义，其中 ),( ba 可以是定义域，也可以是

定义域的一部分．

如果存在一个正数M ，对于所有的 ),( bax ，恒有 Mxf )( ，则称函数

)(xf 在 ),( ba 内有界.如果不存在这样的正数M ，则称函数 )(xf 在 ),( ba 内无界.

第二章 极限与连续



1．极限的四则运算法则及重要定理

定理 1 如果 Ax lim ， By lim ，则 BAyxyx  limlim)lim( .

推论 两个无穷小的代数和仍为无穷小.

定理 2 如果 Ax lim ， By lim ，则 BAyxyx  limlim)lim( .

推论 1 两个无穷小的乘积仍为无穷小.

推论 2 如果 Ax lim ， c为常数，则 cAxccx  lim)lim( .

推论 3 如果 Ax lim ，n为正整数，则 nnn Axx  )(limlim .

定理 3 如果 Ax lim ， By lim ，且 0B ，则
B

A

y

x

y

x


lim

lim
lim .

定理 4 设函数 )]([ xgfy  是由函数 )(xgu  与 )(ufy  复合而成，

)]([ xgfy  在点 0x 的某个去心领域内有定义，若 0)(lim
0

uxg
xx




， Auf
uu




)(lim
0

，

且 0)( uxg  ( )( 0

0

xUx )，则 Aufxgf
uuxx




)(lim)]([lim
00

.

定理 5 Axf
xx




)(lim
0

的充分必要条件为对任意数列 nx ， 0lim xxn
n




且

0xxn  ，有 Axf n
n




)(lim .

2．两个重要极限

（1） 1
sin

lim
0


 x

x
x

.

（2）
1

lim 1 e
x

x x

 
  

 
.

3．常用的等价无穷小量

当 0x 时，

xsin ～ x， xtan ～ x， xarcsin ～ x， xarctan ～ x， )1ln( x ～ x，

1xe ～ x， xcos1 ～
2

2x
， 11 n x ～

n

x

第三章 导数与微分

1.常用求导公式

0)( C 1)(   xx

xx cos)(sin  xx sin)(cos 



xx 2sec)(tan  xx 2csc)(cot 

xxx tansec)(sec  xxx cotcsc)(csc 

aaa xx ln)(  (e ) ex x 

 
1

log ' log ea ax
x

 x
x

1
)(ln 

21

1
)(arcsin

x
x




21

1
)(arccos

x
x




2

1
(arctan )

1
x

x
 

 2

1
(arc cot )

1
x

x
  



   π
sin sin

2

n
x x n

 
   

 
   π
cos cos

2

n
x x n

 
   

 

2.导数运算法则

（1）函数的和、差、积、商的求导法则:

[ ( ) ( )] ( ) ( );u x v x u x v x     [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( );u x v x u x v x u x v x   

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ] ( ( ) 0).

( ) ( )

u x u x v x u x v x
v x

v x v x

 
  

(2) 复合函数的求导法则：
d

( ) ( )
d

y
f u x

x
   或

d d d
.

d d d

y y u

x u x
 

(3) 反函数的求导法则： 1 1
[ ( )]

( )
f y

f x
  


或

d 1
.

dd
d

y

xx
y



(4) 取对数求导法

对于幂指函数 vy u （ ,u v 都是可导函数），可由公式 lnev uy  得到

'd
( ) [ ln ].

d
v v

x

y vu
u u v u

x u


  

(6) 由参数方程所确定的函数的求导法则：

d
d ( )d .

dd ( )
d

y
y tt

xx t
t






 



3.微分基本公式

d 0c  （c 为常数）   1d dx x x  



 d sin cos dx x x  d cos sin dx x x

  2d tan sec dx x x   2d cot csc dx x x 

 d sec sec tan dx x x x  d csc csc cot dx x x 

 d ln d ( 0, 1)x xa a a x a a   d e e dx x x

 
1

d log log e da ax x
x

  
1

d ln dx x
x



 
2

1
d arcsin d

1
x x

x



 

2

1
d arccos d

1
x x

x
 



  2

1
d arctan d

1
x x

x



  2

1
d arccot d

1
x x

x
 



4.微分运算法则

d( ) d du v u v   ; d( ) dCu C u (C 为常数);

d( ) d duv u v v u  ;
2

d d
d

u v u u v

v v

 
 

 
( 0v  ).

第四章 中值定理与导数的应用

1．罗尔定理

若函数 )(xf 满足（1）在闭区间 ],[ ba 上连续；（2）在开区间 ),( ba 内可导；（3） )()( bfaf  ，

则至少存在一点 ),( ba 使得 .0)(  f

2．拉格朗日定理

若函数 )(xf 满足（1）在闭区间 ],[ ba 上连续；（2）在开区间 ),( ba 内可导，则至少存在一

点 ),( ba 使得 .
)()(

)(
ab

afbf
f




 

推论 若函数 )(xf 在区间 I 上的导数恒为 0，则在 I 上， )(xf 为常数.

3．柯西定理

若函数 )(),( xgxf 满足（1）在闭区间 ],[ ba 上连续；（2）在开区间 ),( ba 内可导；（3）

),(,0)( baxxg  ，则至少存在一点 ),( ba 使得
)(

)(

)()(

)()(





g

f

agbg

afbf









.

4.洛比达法则



（1）“
0

0
”型未定式

设函数 )(xf 和 )(xg 满足

① 0)(lim)(lim
)()(








xgxf

x
ax

x
ax

，

② )(xf 和 )(xg 在点a 的某个去心邻域内（ x 充分大的范围内）可导，且 0)(  xg ，

③ )(
)(

)(
lim

)(









或A
xg

xf

x
ax

，

则 )(
)(

)(
lim

)(

)(
lim

)()(













或A
xg

xf

xg

xf

x
ax

x
ax

.

（2）“



”型未定式

设函数 )(xf 和 )(xg 满足

① 






)(lim)(lim

)()(

xgxf
x

ax
x

ax
，

② )(xf 和 )(xg 在点a 的某个去心邻域内（ x 充分大的范围内）可导，且 0)(  xg ，

③ )(
)(

)(
lim

)(









或A
xg

xf

x
ax

，

则 )(
)(

)(
lim

)(

)(
lim

)()(













或A
xg

xf

xg

xf

x
ax

x
ax

.

5.函数增减性判别

设函数 )(xfy  在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内可导，

⑴ 如果 ),( bax 时恒有 0)(  xf ，则 )(xf 在 ),( ba 内单调增加；

⑵ 如果 ),( bax 时恒有 0)(  xf ，则 )(xf 在 ),( ba 内单调减少.

6.极值的第一充分条件

设函数 )(xf 在点 0x 的某个空心邻域 ),(),( 0000   xxxx 内连续并可导，且

0)( 0  xf （或 )( 0xf  不存在）.

（1）若 ),( 00 xxx  时 0)(  xf ，而 ),( 00  xxx 时 0)(  xf ，则 )(xf 在点 0x 取

得极大值 )( 0xf ；



（2）若 ),( 00 xxx  时 0)(  xf ，而 ),( 00  xxx 时 0)(  xf ，则 )(xf 在点 0x 取

得极小值 )( 0xf ；

（3）若 ),(),( 0000   xxxxx 时， )(xf  的符号保持不变，则 )(xf 在点 0x 处无极

值.

7．极值的第二充分条件

设函数 )(xf 在点 0x 具有二阶导数，且 0)(,0)( 00  xfxf ，

（1）若 0)( 0  xf ，则 )(xf 在点 0x 取得极小值 )( 0xf ；

（2）若 0)( 0  xf ，则 )(xf 在点 0x 取得极大值 )( 0xf .

8．曲线的凹向的判别法

设函数 )(xfy  在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内具有二阶导数，

（1）若 ),( bax 时， 0)(  xf ，则曲线 )(xfy  在 ),( ba 内上凹；

（2）若 ),( bax 时， 0)(  xf ，则曲线 )(xfy  在 ),( ba 内上凹.

9.曲线的渐近线

(1) 水平渐近线：若 Axf
x




)(lim 或 Axf
x




)(lim ，则 Ay  是曲线 )(xfy  的水平渐近

线.

（2）铅垂渐近线：若 


)(lim
0

xf
xx

或 


)(lim
0

xf
xx

，则 0xx  是曲线 )(xfy  的铅垂

渐近线.

（3）斜渐近线：若 k
x

xf
x




)(
lim 存在，且 0k ， bkxxf

x



])([lim 存在，

则 bkxy  是曲线 )(xfy  的斜渐近线.

第五章 不定积分

1.基本积分公式

0dx C (C 为常数)
11

d
1

x x x C 


 

 （ 1   ）

1
d lnx x C

x
 

1
d

ln
x xa x a C

a
  （ 0, 1a a  ）

e d ex xx C  sin d cosx x x C  

cos d sinx x x C 
2csc d cotx x x C  



2sec d tanx x x C  2

d
arcsin

1

x
x C

x
 




2

d
arctan

1

x
x C

x
 



2.不定积分的线性运算规律

( )d ( )d ( 0)af x x a f x x a   ；  ( ) ( ) d ( )d ( )df x g x x f x x g x x     .

3.换元积分法

     
 

d d [ ( )]
u x

f x x x f u u F x C


  


         

     
 1

d d
t x

f x x f t t t


 


      













 

 


















Caxx
ax

dx

Cshxchxdx

Cchxshxdx

C
a

a
dxa

Cxctgxdxx

Cxdxtgxx

Cctgxxdx
x

dx

Ctgxxdx
x

dx

x
x

)ln(

ln

csccsc

secsec

csc
sin

sec
cos

22

22

2

2

2

2

C
a

x

xa

dx

C
xa

xa

axa

dx

C
ax

ax

aax

dx

C
a

x
arctg

axa

dx

Cctgxxxdx

Ctgxxxdx

Cxctgxdx

Cxtgxdx















































arcsin

ln
2

1

ln
2

1

1

csclncsc

seclnsec

sinln

cosln

22

22

22

22
















 

C
a

xa
xa

x
dxxa

Caxx
a

ax
x

dxax

Caxx
a

ax
x

dxax

I
n

n
xdxxdxI n

nn
n

arcsin
22

ln
22

)ln(
22

1
cossin

2
2222

22
2

2222

22
2

2222

2

2

0

2

0





4.分部积分法

d duv x uv u v x x I     或 d du v uv v u x I    .

第六章 定积分

1. 两个规定

(1) ( )d 0
a

a
f x x  .

(2) ( )d ( )d
a b

b a
f x x f x x   .

2. 基本性质

(1) 被积函数中的常数因子可以提到积分号外：

   d d
b b

a a
kf x x k f x x  .

(2) 函数代数和的积分等于它们积分的代数和：

       d d d
b b b

a a a
f x g x x f x x g x x       .

(3) 定积分关于积分区间的可加性：

     d d d
b c b

a a c
f x x f x x f x x    .

(4) 1 的积分等于区间积分限之差：

1d d
b b

a a
x x b a    .

(5) 若在区间 ,a b 上 ( ) 0f x  ，则 ( )d 0
b

a
f x x  .

(6) 若在 ],[ ba 上 )()( xgxf  ，则 ( )d ( )d
b b

a a
f x x g x x  .

(7) ( )d ( )d
b b

a a
f x x f x x  )( ba  .

(8) 设M 及m 分别是函数 )(xf 在区间  ba, 上的最大值及最小值，则

( ) ( )d ( )
b

a
m b a f x x M b a    )( ba  .

(9) 定积分中值定理: 若函数 )(xf 在区间 ],[ ba 上连续，则在 ],[ ba 上至少存在一点 ，

使得 ( )d ( )( )
b

a
f x x f b a  .

(10) 奇偶函数的积分性质

若 ( )f x 为奇函数，则 ( )d 0
a

a
f x x


 ；



若 ( )f x 为偶函数，则
0

( )d 2 ( )d
a a

a
f x x f x x


  .

(11) 周期函数的积分性质

设 ( )f x 以T 为周期，a 为常数，则
0

( )d ( )d
a T T

a
f x x f x x



  .

3.牛顿—莱布尼茨公式      d
b

a
f x x F b F a 

4. 定积分的换元积分法

第一类： ( )d
b

a
f x x = [ ( )]d ( )

b

a
g x x  

( )

( ) , ( )

u x

a b



   



 
( )dg u u




.

第二类： ( )d
b

a
f x x

( )

( ) , ( )

x t

a b



   



 
 




 )()]([ dtttf ．

5. 定积分的分部积分法  d d
b bb

aa a
u v uv v u  

6. 平面图形的面积

(1) 当 ( ) 0f x  时，由曲线 ( )y f x 及直线 ,x a x b  与 x 轴所围成曲边梯形的面积

为

( )d
b

a
A f x x  .

(2) 当 ( ) ( )f x g x 时，由曲线 ( )y f x ， ( )y g x 及直线 ,x a x b  所围成图形

的面积为

 ( ) ( ) d
b

a
A f x g x x  .

(3) 当 ( ) 0y  时，由曲线 ( )x y 及直线 ,y c y d  与 y 轴所围成曲边梯形的面

积为

( )d
d

c
A y y   .

(4) 当 ( ) ( )y y  时，由曲线 ( )x y ， ( )x y 及直线 y c ， y d 所围成图

形的面积为

 ( ) ( ) d
d

c
A y y y    .

7. 旋转体的体积

(1) 由连续曲线 )(xfy  ，直线 bxax  , 及 x 轴所围曲边梯形绕 x 轴旋转所形成的



旋转体的体积

2π ( )d
b

x a
V f x x  .

(2) 由曲边梯形为 bxa  ， ( ) ( )g x y f x  绕 x 轴旋转所形成的旋转体的体积

2 2π[ ( ) ( )]d
b

x a
V f x g x x  .

(3) 由连续曲线 )(yx  ，直线 dycy  , 及 y 轴所围曲边梯形绕 y 轴旋转所形成的

旋转体的体积

2π ( )d
d

y c
V y y   .

(4) 由曲边梯形为 c y d  ， ( ) ( )y x y   绕 y 轴旋转所形成的旋转体的体积

2 2π[ ( ) ( )]d
d

y c
V y y y    .

8. 定积分在经济中的应用

(1) 已知边际成本求总成本：
0

( ) ( )d
x

C x C t t  ；

(2) 已知边际收益求总收益：
0

( ) ( )d
x

R x R t t  ；

(3) 已知边际利润求总利润：
0

( ) ( )d
x

L x L t t  .

(4) 三者之间的关系： ( ) ( ) ( )L x R x C x  .

9.反常积分

(1) [ , )a  上的广义积分    d lim d
b

a ab
f x x f x x




  .

(2) ( , ]b 上的广义积分    d lim d
b b

aa
f x x f x x

 
  .

(3) ( , )  上的广义积分

     d d d
c

c
f x x f x x f x x

 

 
       lim d lim d

c b

a ca b
f x x f x x

 
   .

10. 函数

(1) 函数的定义

1

0
( ) e dr xr x x


    ( 0)r  .

(2) 函数的性质

① ( 1) ( )r r r    .



② ( 1) !n n   ( )n为正整数 .

③
1

π
2

 
  
 

.

第七章 无穷级数

1. 正项级数敛散性的判别法

(1) 比较判别法

设


1n
nu 和



1n
nv 都是正项级数,且 ),2,1(  nu nn  ．若级数



1n
nv 收敛, 则级数




1n
nu 收敛；反之,若级数



1n
nu 发散,则级数



1n
nv 发散．

(2) 比较判别法的极限形式

设


1n
nu 和



1n
nv 都是正项级数,

① 如果 lim (0 )n

n
n

u

v
 


    ,且级数



1n
nv 收敛,则级数



1n
nu 收敛.

② 如果 lim 0n

n
n

u

v



  或 


n

n

n v

u
lim ,且级数



1n
nv 发散,则级数



1n
nu 发散．

(3) 比值判别法

设 


1n
nu 为正项级数,如果 


n

n

n u

u 1lim ,则当 1 时级数收敛； 1 （或




n

n

n u

u 1lim ）时级数发散； 1 时级数可能收敛也可能发散．

(4) 根值判别法

设 


1n
nu 为正项级数,如果 



n
n

n
ulim ,则当 1 时级数收敛； 1 （或




n
n

n
ulim ）时级数发散； 1 时级数可能收敛也可能发散．

2. p 级数

形如





1

1

3

1

2

1
1

1

n
pppp nn
 的级数称为 p -级数．



p -级数的敛散性有如下结论：

当 1p 时， p -级数 


1

1

n
pn
收敛；

当 1p 时， p -级数 


1

1

n
pn
发散.

特别地, 当 1p 时， p -级数


1

1

n n
称为调和级数, 调和级数是发散的.

3.交错级数

如果交错级数





1

1)1(
n

nun
满足条件：

① 1n nu u  ( 1, 2, )n   ；

② 0lim 


n
n

u ，

则交错级数





1

1)1(
n

nun
收敛,且其和 1us  ,其余项 nr 的绝对值 1 nn ur .

4.条件收敛与绝对收敛

(1) 绝对收敛：级数


1n
nu 绝对收敛,是指其绝对值构成的级数



1n
nu 收敛.

(2) 条件收敛：级数


1n
nu 条件收敛,是指级数收敛但不绝对收敛（即



1n
nu 收敛,而




1n
nu 发散）.

(3) 绝对收敛与收敛的关系：如果级数


1n
nu 绝对收敛,则它必定收敛．

(4) 绝对收敛的判定定理：如果任意项级数


1n
nu 满足条件 1lim n

n
n

u
l

u



 ，则当 1l  时

级数绝对收敛； 当 1l  时级数发散.

5. 幂级数

(1) 幂级数的形式：

① x 的幂级数

2
0 1 2

0

n n
n n

n

a x a a x a x a x




        .



② ( 0x x )的幂级数

2
0 0 1 0 2 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )n n
n n

n

a x x a a x x a x x a x x




           

(2) 收敛半径的计算：

设 1lim n

n
n

a

a



 , 则收敛半径

1
, 0,

, 0,

0, .

R












  
  



6.常见初等函数的展开式

2 31
1

1
nx x x x

x
      


 , ( 1,1)x  .

 


nn xxxx
x

)1(1
1

1 32
, ( 1,1)x  .

21 1
1

2! !
x ne x x x

n
      , ( , )x   .

3 5 2 1
1sin ( 1)

3! 5! (2 1)!

n
nx x x

x x
n


      


 , ( , )x   .

2 4 2

cos 1 ( 1)
2! 4! (2 )!

n
nx x x

x
n

       , ( , )x  

7. 泰勒公式

     
 

 
 

   xRxx
n

xf
xx

xf
xxxfxfxf n

n
n




 0
02

0
0

000
!!2

)( 

其中拉格朗日型余项  
  
 

  1
0

1

!1







 n
n

n xx
n

f
xR


， 在 0x 与 x 之间.

8. 泰勒级数

函数 )(xf 在 0xx  处的泰勒级数

( ) ( )
20 0 0

0 0 0 0 0 0
0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

! 2 ! !

n n
n n

n

f x f x f x
x x f x f x x x x x x x

n n






           

.

特别地,当 0 0x  时,即为 )(xf 的麦克劳林级数

( ) ( )
2

0

(0) (0) (0)
(0) (0)

! 2 ! !

n n
n n

n

f f f
x f f x x x

n n






        .



第八章 多元函数

1．几种常见的曲面及其标准方程

（1）平面： 0 DCzByAx ，其中 DCBA ,,, 均为常数，且 CBA ,, 不全为 0.

（2）球面：
22

0
2

0
2

0 )()()( Rzzyyxx  ，其中 ),,( 000 zyx 是球心， 0R 是

半径.

（3）圆柱面：
222 Ryx  ，其中 0R .

（4）旋转抛物面：
22 yxz  .

（5）双曲抛物面（或鞍面）：
22 xyz  .

2.全微分的性质

定理 1 设函数 ),( yxfz  在点 ),( yx 处可微，则函数 ),( yxf 在该点处的偏导数

),(),,( yxfyxf yx
 存在，且 ),(),,( yxfByxfA yx

 ，即全微分

.d),(d),(d yyxfxyxfz yx


3．连续、偏导数存在、全微分存在三者间的关系

设函数 ),( yxfz  在点 ),( 000 yxP 的某个领域内有定义，关系如下：（逆向不成立）

4.多元复合函数的微分法

定理 1 如果函数 )(),( tvtu   在 t 点可导，函数 ),( vufz  在对应点 ),( vu 处可

微，则复合函数 ))(),(( ttfz  在 t 点可导，且 .
d

d

d

d

d

d

t

v

v

z

t

u

u

z

t

z











定理 2 如果函数 ),(),,( yxvyxu   在 ),( yx 点具有对 yx, 的偏导数，函数

),( yxf 在 0P 点连续 )(),( 00 PfPf yx 存在

),(),,( yxfyxf yx 在 0P 点连续),( yxf 在 0P 点可微



),( vufz  在对应点 ),( vu 处可微，则复合函数 )),(),,(( yxyxfz  对 yx, 的偏导数存

在，且

,
z z u z v

x u x v x

    
 

    
.

z z u z v

y u y v y

    
 

    

定理 3 如果函数 ),( yxu  在 ),( yx 点具有对 yx, 的偏导数，函数 ),,( yxufz  在对

应点 ),,( yxu 处可微，则复合函数 ),),,(( yxyxfz  对 yx, 的偏导数存在，且

.,
y

f

y

u

u

f

y

z

x

f

x

u

u

f

x

z





































5．隐函数的微分法

定理 1 如果由方程 0),( yxF 可确定函数 )(xfy  ，函数 ),( yxF 有连续偏导数，

且 0yF ，则
y

x

F

F

x

y






d

d
.

定理 2 如果由方程 0),,( zyxF 可确定函数 ),( yxfz  ，函数 ),,( zyxF 有连续偏

导数，且 0zF ，则

z

x

F

F

x

z









，

z

y

F

F

y

z









.

6. 二元函数的极值

（1）函数取得极值的必要条件

如果函数 ),( yxf 在点 ),( 00 yx 处有极值，且两个一阶偏导数存在，则有

0),( 00  yxf x ， 0),( 00  yxf x .

(2)极值存在的充分条件

如果函数 ),( yxf 在点 ),( 00 yx 的某一邻域内有连续的二阶偏导数，且 ),( 00 yx 处有

 ),( 00 yxf x 0),( 00  yxf x ，设

),(),()],([),( 2 yxfyxfyxfyxP yyxxxy
 ，

则①若 0),( 00 yxP ，且 0),( 00  yxf xx ，则 ),( 00 yxf 是极大值；

②若 0),( 00 yxP ，且 0),( 00  yxf xx ，则 ),( 00 yxf 是极小值；

③若 0),( 00 yxP ，则 ),( 00 yxf 是否为极值需要另行判定.



7.条件极值的拉格朗日乘数法

（1）求函数 ),( yxfz  在约束条件 0),( yxg 下的极值的步骤：

第一步，构造拉格朗日函数 ),(),(),,( yxgyxfyxF   ；

第二步，解方程组














,0),(

,0),(),(

,0),(),(

yxgF

yxgyxfF

yxgyxfF

yyy

xxx







解出 yx, ，得点 ),( 00 yx ，就是函数 ),( yxf 在条件 0),( yxg 下的可能的极值点；

第三步，根据一元函数极值存在的第一、第二充分条件，判别 ),( 00 yx 是否是极值点.

一般可以由具体问题的性质进行判别.

（2）求函数 ),,( zyxfu  在约束条件 0),,(,0),,(  zyxhzyxg 下的极值的步骤：

第一步，构造拉格朗日函数 ),,(),,(),,(),,,,( zyxhzyxgzyxfzyxF   ；

第二步，解方程组
























,0),,(

,0),,(

,0),,(),,(),,(

,0),,(),,(),,(

,0),,(),,(),,(

zyxgF

zyxgF

zyxhzyxgzyxfF

zyxhzyxgzyxfF

zyxhzyxgzyxfF

zzzz

yyyy

xxxx











解出 zyx ,, ，得点 ),,( 000 zyx ，就是函数 ),,( zyxf 在条件 0),,( zyxg ， 0),,( zyxh 下

的可能的极值点.

第三步，根据二元函数极值存在的充分条件，判别 )z,,( 000 yx 是否是极值点.

8.二重积分的计算

（1）在直角坐标系下二重积分的计算

2

1

( )

( )
( , )d ( , )d d d ( , )d

b y x

a y x
D D

f x y f x y x y x f x y y     

2

1

( )

( )
( , )d ( , )d d ( , )d

d x y

c x y
D D

f x y f x y x y dy f x y x     

（2）在极坐标系下二重积分的计算

( , )d d ( cos , sin ) d d
D D

f x y x y f r r r r   

2 2

1 1

( )

( )
( , )d d ( cos , sin ) d

r

r
D

f x y f r r r r
 

 
     



9．二重积分的性质

下面涉及的函数均假定在区域 D 上可积.

（1）  
DDD

yxgyxfyxgyxf  d),(d),(d)],(),([ （  , 为常数）.

（2）  
21

d),(d),(d),(
DDD

yxfyxfyxf  （D 被一曲线分成 1D ， 2D 两区域）.

（3）设 表示积分区域 D 的面积 D
D

 d .

（4）如果在区域 D 上总有 ),(),( yxgyxf  ，则  d),(d),(  
DD

yxgyxf .

（5）设M 、m 分别是函数 ( , )z f x y 在闭区域 D 上的最大值和最小值， A是 D 的面

积，则有 ( , )d
D

mA f x y MA  ,运用此性质可以估计二重积分的值.

（6）二重积分中值定理：设函数 ( , )f x y 在闭区域 D 上连续， A是 D 的面积，则在 D

上至少存在一点 ( , )  ,使得 ( , )d ( , )
D

f x y f A   .

第九章 微分方程与差分方程简介

1.可分离变量的一阶微分方程

如果一阶微分方程可以化为 ( )d ( )dg y y f x x ，则称其为可分离变量的微分方程.方

求解方法：对方程 ( )d ( )dg y y f x x 两边分别求积分，得到方程的隐式通解

( )d ( )dg y y f x x  ，写成 ( ) ( )G y F x C  .

2.齐次微分方程

如果一阶微分方程可以化为
d

( )
d

y y
f

x x
 的形式，该形式的方程称为齐次微分方程.

它的特征是，若令 ( , ) ( )
y

g x y f
x

 ，则有 ( , ) ( ) ( ) ( , )
ty y

g tx ty f f g x y
tx x

   .

求解方法：做变量代换
y

v
x

 ，则有
d d

d d

y v
v x

x x
  ，原方程可以化为

d d

( )

v x

f v v x



,

这是分离变量的微分方程，求出此方程的通解后，将该解中的 v 换成
y

x
就得到原方程的通

解.

3.一阶线性微分方程

形如
d

( ) ( )
d

y
p x y q x

x
  的一阶微分方程，称之为一阶线性微分方程，其中如果



( ) 0q x  ，方程
d

( ) 0
d

y
p x y

x
  称为一阶线性齐次微分方程；如果 ( ) 0q x  ，则称

d
( ) ( )

d

y
p x y q x

x
  一阶线性非齐次微分方程.

求解方法一：参数变易法

(1) 先求出
d

( ) 0
d

y
p x y

x
  的通解

( )d
e

p x x
y C

 .

(2) 设非齐次方程的解为
( )d

( )e
p x x

y u x
 .

(3) 将
( )d

( )e
p x x

y u x
 代入方程中求出

( )d
( ) ( )e d

P x x
u x q x x C  ，

则得到方程
d

( ) ( )
d

y
p x y q x

x
  的通解为

( )d ( )d
e ( ( )e d )

P x x P x x
y q x x C

   .

求解方法二：将一阶微分方程写成一阶线性非齐次方程的标准形式

d
( ) ( )

d

y
p x y q x

x
  ，

直接利用公式写出方程的通解

( )d ( )d
e ( ( )e d )

P x x P x x
y q x x C

   .

4.形如 ( )y f x  的二阶微分方程

通解为 1 2( )d dy f x x x C x C      .

5.形如 ( , )y f x y  不显含未知函数 y 的二阶微分方程

0 00 0

( , ),

, .x x x x

y f x y

y y y y 

 


  

基本解法：做降阶代换，令 y P  ，则有
d

d

P
y

x
  ，将原方程化为

d
( , )

d

P
f x P

x
 ，求

得其通解 1

d
( , )

d

y
P x C

x
  ，再积分即得到原方程的通解 1 2( , )dy x C x C  .

进一步根据初值条件可求出通解中的两个常数，即可得到满足相应要求的特解.

6.形如 ( , )y f y y  不显含自变量 x 的二阶微分方程

0 00 0

( , )

, .x x x x

y f y y

y y y y 

 


  

，

基本解法：做降阶代换， y P  ，则视变量 y 为自变量，有
d

d

P
y P

y
  ，将原方程化

为
d

( , )
d

P
P f y P

y
 ，得到其通解 1

d
( , )

d

y
P y C

x
  ，将此方程分离变量并积分,得到原方



程的通解 2

1

d

( , )

y
x C

y C
  , 再利用初始条件求出通解中的两个常数，即可得到满足要求

的特解.

7.二阶常系数线性齐次方程 0y py qy   

求解方法：对应的特征方程为
2 0r pr q   ，该方程的两个根(称之为特征根)为

1 2,r r .

（1）如果 1 2,r r 是两个不相等的实根，则齐次方程的通解为 1 2

1 2e er x r xy C C  .

（2）如果 1 2r r ，则通解为 1

1 2( )er xy C C x  .

（ 3 ） 如 果 1 2,r r 是 一 对 共 轭 复 根 ， 即 1,2 ir    ， 则 通 解 为

1 2e ( cos sin )xy C x C x    .

8．二阶常系数线性非齐次方程 ( )y py qy f x    ( )f x  0

如果 y 是非齐次方程的特解，而
*y 是对应的齐次方程 0y py qy    的通解，则非

齐次方程的通解为 *y y y  .

求非齐次线性方程的特解：

方法一 参数变易法,设对应的齐次方程通解为 1 1 2 2( ) ( )y C u x C u x  ，假设非齐次方

程有特解形式为 1 1 2 2( ) ( )y v x u v x u  ，经过分析可知，满足
1 1 2 2

1 1 2 2

0

( )

u v u v

u v u v f x

   


    

，
的

1 2( ), ( )v x v x 必使得 1 1 2 2( ) ( )y v x u v x u  为非齐次方程的一个特解.故可以解此线性方程

组 ， 得 到 1 2,v v  ， 从 而 可 求 得 1 2,v v ， 进 而 得 到 非 齐 次 线 性 方 程 的 一 个 特 解

1 1 2 2( ) ( )y v x u v x u  .

方法二 根据自由项 ( )f x 的具体形式，采用待定系数的方法计算,具体如下：

(1) 自由项为 ( ) ( )e x
mf x P x  ( ( )mP x 是 m 次多项式)时的特解形式可以设为

( )ek x
my x Q x  ，其中 ( )mQ x 是 m 次多项式，常数 k 的取值按 不是特征方程的根、是

单根、是重根而分别取 0,1 或 2,将此函数带入原方程中，用待定系数法得到特解.其中如

果 0  ，对应 ( ) ( )mf x P x ，特解形式如上所述不变.



(2) 自由项为
1 2( ) e [ cos sin ]xf x a x a x    时的特解形式可以设为

1 2e ( cos sin )k xy x A x A x    ，其中 k 按照 i  不是特征方程的根、或是特征方程

的单根依次取 0或 1，将此函数带入原方程中，用待定系数的方法得到特解.

9.差分 差分方程

设函数 ( ) xy f x y  ，称 1x x xy y y   为函数 xy 在 x 处的差分，也称为一阶差分；

二阶差分
2

2 1( ) 2x x x x xy y y y y        .

含有自变量 x 、未知函数 xy 及 xy 的差分 xy ，
2

xy ,…的函数方程 ，称为差分方程.


