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第五章 参变量积分 

所谓含参量的积分是指如下两大类积分： 

1. ( ) ( ),F x f x y dy
β

α
= ∫  

若对于 [ ],x a b∀ ∈ 上述积分均是有意义的，即 [ ],α β 可以到无穷，积分是收敛的

（若为广义积分的话）。也就是说，作为 y的函数， ( ),f x y 在[ ],α β 上可积或广

义可积，则 ( )F x 在 [ ],a b 上就是关于 x的函数，从积分本身的性质来讨论这类积

分与以往介绍的积分没有什么两样，但这里我们所关心的是：作为 x的函数， ( )F x

与 ( ),f x y 的性质有哪些关系？ ( )F x 何时是可积的？连续的？可导的？等等这一
系列的函数性质正是这一章我们要讨论的问题。 

2. ( ) ( )
( )

( )
,

x

x
G x f x y dy

β

α
= ∫  

这种形式的积分与上面说的积分之不同之处在于 ( )G x 的性质不但依赖于 ( ),f x y

之性质，而且与 ( )xα ， ( )xβ 之性质相关。 

另外，上面所介绍的含参量积分一般说来是非初等函数。因而在这里我们又可以接触到
非初等函数的具体形式。 

§1 含参量的定积分 

我们先从最简单的情形开始讨论。先看含参量的定积分，即 ( ),f x y 作为 y的函数无瑕

点，[ ],α β 是有限区间的情形（或 ( ) ( ),x xα β  均为有限区间）。 

为便于书写，记 [ ] [ ], ,a b α β= ×D 。 

1 连续性 

定理 1： ( ) ( ),f x y C∈ D ，则 ( ) ( ) ( ), ,
y

I x y f x t dt C
α

= ∈∫ D 。 

证明： 由连续定义， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

0

0 0 0

0

, , , ,

, , ,

y y

y y

y

I x y I x y f x t dt f x t dt

f x t f x t dt f x t dt

α α

α

− = −

≤ − +  

∫ ∫

∫ ∫
 

上式中，第一项可利用函数之连续性，第二项利用函数的可积性说明为小量：

由 ( ) ( ),f x y C∈ D ，D 是有界闭集，所以 ( ),f x y 在D 上一致连续。 

因而： 0ε∀ > ， 1 0δ∃ > ，当 0 1x x δ− < ， 0 1y y δ− < 时，有： 
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( ) ( ) ( )0 0, , 2f x y f x y ε β α− < − ， 

令： 1min ,
2M
ε

δ δ =  
 

，
( )

( )
,

max ,
x y

M f x y
∈

=
D

， 

则当 0x x δ− < ， 0y y δ− < 时，有： 

( ) ( ) ( )0 0 0 0, ,
2 2 2

I x y I x y y M y y M
M

ε ε ε
α ε

β α
− < − + − < + =

−
 

所以 ( ) ( ),I x y C∈ D 。 

证毕 

定理 1可以有如下形式之推论： 

推论： ( ) ( ),f x y C∈ D ，则 ( ) ( ) [ ], ,F x f x y dy C a b
β

α
= ∈∫ ，即： 

( ) ( ) ( )
0 0

0lim , , lim ,
x x x x

f x y dy f x y dy f x y dy
β β β

α α α→ →
= =∫ ∫ ∫ 。 

推论可以简称为：极限号与积分号可以交换次序。 

定理 2： ( ) ( ),f x y C∈ D ， ( ) ( ) [ ], ,x x C a bϕ ψ ∈ ， 

且 [ ],x a b∈ 时， ( ) ( ),x xα ϕ ψ β≤ ≤ ， 

则： ( ) ( )
( )

( ) [ ], ,
x

x
G x f x y dy C a b

ψ

ϕ
= ∈∫ 。 

证明： 由于 ( ) ( )
( )

( )
( )

( )( ) ( )( ), , , ,
x x

G x f x y dy f x y dy I x x I x x
ψ ϕ

α α
ψ ϕ= − = −∫ ∫  

由复合函数之连续性知： ( ) [ ],G x C a b∈ 。 

2 可导性 

定理 3：设 ( ) ( ) ( ), , ,xf x y f x y C∈ D ，则 ( ) ( ) ( ) [ ]1, ,F x f x y dy C a b
β

α
= ∈∫ ， 

且 ( ) ( ),xF x f x y dy
β

α
′ = ∫ ，即求导与积分可以交换次序。 

证明： 由导数定义： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

, ,

, 0 1x

F x x F x f x x y f x y
dy

x x

f x x y dy

β

α

β

α
θ θ

+ ∆ − + ∆ −
=

∆ ∆

= + ∆ < <

∫

∫
中值定理

 

由于 ( ) ( ),xf x y C∈ D ，由上一段推论知： 

( ) ( )
0

lim , ,x xx
f x x y dy f x y dy

β β

α α
θ

∆ →
+ ∆ =∫ ∫  

所以 ( ) ( ),xF x f x y dy
β

α
′ = ∫ 。 
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同样由于由于 ( ) ( ),xf x y C∈ D ，由上一段推论知： ( ) [ ],F x C a b′ ∈ ， 

所以 ( ) ( ) [ ]1 ,F x C a b∈ 。 

证毕 

定理 4： ( ) ( ) ( ), , ,xf x y f x y C∈ D ， ( ) ( ),x xϕ ψ 在[ ],a b 上可导， 

且 [ ],x a b∈ 时， ( ) ( ),x xα ϕ ψ β≤ ≤ ， 

则 ( ) ( )
( )

( )
,

x

x
G x f x y dy

ψ

ϕ
= ∫ 在[ ],a b 上可导，并且： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )
, , ,

x

xx
G x f x y dy f x x x f x x x

ψ

ϕ
ψ ψ ϕ ϕ′ ′ ′= + ⋅ − ⋅∫ 。 

证明： 令 ( ) ( ), , ,
u

v
F u v x f x y dy= ∫ ，则 ( ) ( ) ( )( ), ,G x F x x xψ ϕ= 。 

利用复合函数之求导法则，有： 

( )
( )
( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( )
, , ,

u x
v x

x

xx

F du F dv F
G x

u dx v dx x

f x x x f x x x f x y dy

ψ
ϕ

ψ

ϕ
ψ ψ ϕ ϕ

=
=

∂ ∂ ∂
′ = ⋅ + +

∂ ∂ ∂

′ ′= ⋅ − ⋅ + ∫
 

证毕 

例 1： ( ) ( )2 sinx

x

xy
F x dy

y
= ∫ ，求 ( )F x′ 。 

解： 由定理 4， 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2

2

2

3 2

3 2 3 2

sincos sin
2 1

2sin sin
cos

2sin sin 3sin 2sinsin

x

x

x

x

x

x

x xy xy x x
F x dy x

y x x

x x
xy dy

x

x x x xxy
x x x

⋅ ⋅
′ = + ⋅ − ⋅

−
= +

− −
= + =

∫

∫  

例 2：求积分 ( ) ( )
0

ln 1 cosI x dx
π

θ θ= +∫ ， 1θ < 。 

解： 在 1 1θ δ≤ − < 内，由定理 3知 ( )I θ 可导，因此： 

( )
( )

( ) ( )( )

( )

2tan
2

2 20 0

2 20

2 1cos
1 cos 1 1 1

2 1 1
1 1 1

x
t tx

I dx dt
x t t

dt
t t

π
θ

θ θ θ

θ θ θ

=
+∞

+∞

−
′ = =

+ + + + −

 
= − 

+ + + − 

∫ ∫

∫
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所以： ( ) ( )2 2 2

2 1
2 21 1 1 1

I
π π πθ

θ
θ θ θ θ

 
′ = − = − 

− − − + 
，因而： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 0 2 2

2 2

0

0 0
1 1 1

ln 1 1 ln 1 1 ln2

I I I d d
θ θ

θ

πθ
θ θ θ θ

θ θ

π θ π θ π

−′= + = +
− + −

= + − = + − −

∫ ∫
 

例 3：设 ( ) ( )
0

cos sinu x n x d
π

θ θ θ= −∫ ，求证： ( )u x 满足方程 ( )2 2 2 0x u xu x n u′′ ′+ + − = 。 

证明： 由定理 3， 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

sin sin sin sin sin sinu x n x d n x d
π π

θ θ θ θ θ θ θ θ′ = − − − = −∫ ∫  

( ) ( ) 2

0
cos sin sinu x n x d

π
θ θ θ θ′′ = − −∫  

因而： ( )2 2 2x u xu x n u′′ ′+ + −  

( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )

2 2 2 2

0

2 2 2

0

0

0

sin cos sin sin sin sin

cos cos sin sin sin sin

cos sin sin sin sin cos

cos sin sin 0

x x n n x x n x d

x n n x x n x d

n x d n x n x d n x

n x n x

π

π

π

π

θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ

 = − + − − + − 

= − − + −

= − + − − − +

= − + − =

∫
∫
∫

 

故命题得证。 

3 可积性 

定理 5： ( ) ( ),f x y C∈ D ， [ ],z a b∀ ∈ 有： ( ) ( ), ,
z z

a a
f x y dy dx f x y dx dy

β β

α α

   =      ∫ ∫ ∫ ∫ 。 

证明： 令： ( ) ( ),
z

a
F z f x y dy dx

β

α

 =   ∫ ∫ ， ( ) ( ),
z

a
G z f x y dx dy

β

α

 =   ∫ ∫ 。 

一方面，由于 ( ) ( ),f x y C∈ D ，所以 ( ) [ ], ,f x y dy C a b
β

α
∈∫  

因而变上限积分 ( )F z 可导，且 ( ) ( ),F z f z y dy
β

α
′ = ∫ ； 

另一方面， [ ],y α β∀ ∈ ，变上限积分 ( ) ( ) [ ]1, ,
z

a
f x y dx C a b∈∫ ，所以： 

( ) ( ) ( ),
z

a a
G z f x dx dy f z y dy

z

β β

α

∂ ′ = = ∂ ∫ ∫ ∫ 。 

所以： ( ) ( )F z G z′ ′= ，因此有 ( ) ( )F z G z C= + 。 

又： z a= 时， ( ) ( )F a G a= ，所以： 0C = ， 
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即： ( ) ( ), ,
z z

a a
f x y dy dx f x y dx dy

β β

α α

   =      ∫ ∫ ∫ ∫ 。 

证毕 

推论： ( ) ( ),f x y C∈ D ，则： ( ) ( ), ,
b b

a a
f x y dy dx f x y dx dy

β β

α α

   =      ∫ ∫ ∫ ∫ 。 

例 4：设 ba <<0 ，求积分 ∫
−

=
1

0 ln
dx

x
xx

I
ab

。 

解： 由于 ∫=
− b

a

y
ab

dyx
x
xx

ln
，所以： 

1 1 1

0 0 0

11

0

ln

1
ln

1 1 1

b a
b by y

a a

yb b

a a

x x
I dx x dy dx x dx dy

x

x dy b
dy

y y a

+

−    = = =      

+
= = =

+ + +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

例 5： 设 ( ) ( ) ( ),nf x C∈ −∞ +∞ ， ( )1n ≥ ，令 ( )
( ) ( )

( )

f x f a
x a

g x x a
f a x a

−
≠

= −
 ′ =

 

  求证： ( ) ( ) ( )1 ,ng x C −∈ −∞ +∞ 。 

证明： ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
1 1

0 0

d
f x f a f a t x a dt f a t x a x a dt

dt
′− = + − = + − −∫ ∫  

所以：
( ) ( ) ( )( )1

0

f x f a
f a t x a dt

x a
−

′= + −
− ∫ ， x a≠  

又因为： ( ) ( )( )1

0
f a f a t a a dt′ ′= + −∫ ，所以： ( ) ( )( )1

0
g x f a t x a dt′= + −∫ 。 

由于 ( ) ( ) ( )1 ,nf x C −′ ∈ −∞ +∞ ，所以 ( ) ( ) ( )1 ,ng x C −∈ −∞ +∞ 。 

例 6：计算积分 ( ) ( )2

0
ln 1 2 cosI r r r d

π
θ θ= − +∫ ， 1r < 。 

解： 在 1 1r δ≤ − < 内 ( )I r 可导，因此： ( ) 20

2 2cos
1 2 cos

r
I r d

r r

π θ
θ

θ
−′ =

− +∫ 。 

( ) ( )
0

0 2cos 0I d
π

θ θ′ = − =∫ ，而当 0r ≠ 时， 

( )
2

20
0

1 1 1 1
1 2arctan tan 0

1 2 cos 1 2
r r

I r d
r r r r r

π
π θ

θ θ
θ

 −  −  ′ = − = − =    − + +   
∫  

所以： ( ) 0I r′ ≡ ， ( ) ( )0 0I r I≡ = 。 



含参量的积分 

 13.118

§2 一致收敛与极限函数之性质 

1 一致收敛的概念 

在讲授函数项级数之时，曾经介绍过函数序列的一致收敛的概念，我们说：

( ) ( )nf x f x⇒
X
是指： 

0ε∀ > ， N∃ ，当n N> 时， x∀ ∈X ，有： ( ) ( )nf x f x ε− < 。 

由于有了一致收敛性，极限函数 ( )f x 的性质就可以由函数 ( )nf x 的性质推得，如一致
收敛之函数序列保持连续性、可导性、可积性等等。 

这里我们要讨论另一种形式的一致收敛性，它不再是指函数列的收敛性，而是一般函数
极限的一致收敛问题，即将函数列的一致收敛的过程推广至一般的极限过程之一致收敛性。 

对于含参量的广义积分，一般其收敛收是指积分： ( )
0

,f x y dy
+∞

∫ 的收敛性，上述积分

之收敛性等价于函数 ( ) ( ), ,
A

a
F x A f x y dy= ∫ 当 A →+∞时的极限性质，我们在这里试图

引入函数 ( ),F x A 的一致收敛性来讨论极限函数 ( )
0

,f x y dy
+∞

∫ 之性质。 

定义 1：设 ( )xϕ 在X上定义，若 0ε∀ > ， 0δ∃ > ，当 y∈Y， 00 y y δ< − < 时， 

x∀ ∈X，有 ( ) ( ),f x y xϕ ε− <  

则称 ( ),f x y 对于X在 0y y→ （ y∈Y）时一致收敛到 ( )xϕ ， 

记作： ( ) ( )
0

,
y y

f x y xϕ
→
⇒
X
。 

类似地，可定义 y →+∞时的一致收敛性： 

若 0ε∀ > ， 0M∃ > ，当 y∈Y ， y M> 时， x∀ ∈X ，有 ( ) ( ),f x y xϕ ε− < ，称

( ),f x y 对于X在 y →+∞（ y∈Y ）时一致收敛到 ( )xϕ ，记作 ( ) ( ),
y

f x y xϕ
→+∞
⇒
X
。 

例 1：求证
( ),

2 2

0y
x y x

−∞+∞

→
+ ⇒ 。 

证明： 由于： 2 2

2 2

y
x y x y y

x y x
+ − = ≤

+ +
，所以： 

0ε∀ > ， 0δ ε∃ = > ，当 y δ< 时， ( ),x∀ ∈ −∞ +∞ ， 2 2x y x ε+ − < ， 

所以：
( ),

2 2

0y
x y x

−∞+∞

→
+ ⇒ 。 

例 2：求证 0c∀ > ， y →+∞时，
1

1xy +
在[ ),c +∞ 上一致收敛性；但在 ( )0,+∞ 上不一致

收敛。 



数学分析讲义 

 13.119

证明： 当0 c x< ≤ <+∞时，
1 1 1

0
1 1xy cy cy

< ≤ <
+ +

，（ 0y > ），所以
[ ),1

0
1

c

yxy

+∞

→+∞
⇒

+
； 

而对于 ( )0,= +∞X ，显然
1

0
1

y

xy

→+∞

→
+

，但它不是一致收敛的，这是因为： 

0

1
0

2
ε∃ = > ，对于 0M∀ > ， y M> 时， ( )0

1
0,x

y
∃ = ∈ +∞ ，使得： 

0
1 1

0
1 2xy

ε− = =
+

，这是一致收敛定义的逆否命题。 

下面我们来讨论一致收敛之充要条件： 

定理 1： 0y y→ （ y →+∞）时， ( ),f x y 在 x∈X上一致收敛。⇔  

0ε∀ > ， 0δ∃ > ，（ 0M∃ > ），当 ,y y′ ′′∈Y，且 0

0

0
y y

y y
δ

′ −
< <

′′ −
（

y M
y M
′ >
′′ >
）

时， x∀ ∈X，有： ( ) ( ), ,f x y f x y ε′ ′′− <  

证明： 由一致收敛的定义，必要性是显然的； 

充分性：针对 0y y→ 证明。 

由条件知 ( )xϕ∃ ，使得： ( ) ( )
0

lim ,
y y

f x y xϕ
→

= ； 

在条件中，令 0y y′′ → ，则我们得到： 0ε∀ > ， 0δ∃ > ，当 y′∈Y ，且

00 y y δ′< − < 时， x∀ ∈X ，有： ( ) ( ),f x y xϕ ε′ − ≤ ， 

这就是一致收敛的定义，所以： ( ) ( )
0

,
y y

f x y xϕ
→
⇒
X
。 

证毕 

定理 2： y →+∞（ 0y y→ ）时， ( ),f x y 在 x∈X上一致收敛到 ( )xϕ 。⇔  

ny∀ ∈Y ， ny →+∞（ 0ny y→ ），均有： ( ) ( ), n n
f x y xϕ

→∞
⇒
X

 

证明： 由一致收敛的定义，必要性也是显然的； 

充分性：针对 y →+∞证明。 

采用反证法，假设 ( ),f x y 在 x∈X 上不一致收敛，则： 

0 0ε∃ > ， n∀ ， ny∃ ∈Y ， ny n> ， nx∃ ∈X ，使得： ( ) ( ) 0,n n nf x y xϕ ε− ≥  

这样构造出的 ny ∈Y ， ny →+∞，但 ( ),n nf x y 不一致收敛于 ( )xϕ ， 

与条件矛盾。所以反证法假设不成立。 

证毕 
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2 极限函数之性质 

定理 3：（极限交换次序定理） 

若 ( ) ( )
0

lim ,
x x

F x y yϕ
→

= ， y∀ ∈Y，且 ( ) ( )
0

,
y y

F x y xψ
→
⇒
X
， 

则： ( ) ( )
0 0 0 0

limlim , lim lim ,
x x y y y y x x

F x y F x y
→ → → →

= （ 0 0,x y 可以为无穷） 

证明： ny∀ ∈Y ， 0ny y→ ，由定理 2知 ( ) ( ), n n
F x y xψ

→∞
⇒
X

 

又由于 ( ) ( )
0

lim , n n
x x

F x y yϕ
→

= ，由序列（函数序列）极限性质，我们得到： 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

lim lim lim , lim lim , limn n n
x x x x n n x x n

x F x y F x y yψ ϕ
→ → →+∞ →+∞ → →+∞

= = =  

其中第二个等式用到了函数列的一致收敛性质。 

又由数列极限与函数极限之关系， 
已知 ny∀ ∈Y ， ( ) ( )

0

lim limn
n x x

y xϕ ψ
→∞ →

= ，所以 ( ) ( )
0 0

lim lim
y y x x

y xϕ ψ
→ →

= ， 

即： ( ) ( )
0 0 0 0

limlim , lim lim ,
x x y y y y x x

F x y F x y
→ → → →

= 。 

证毕 

定理 4：（连续性与可积性定理） 

设 { }0\y y∀ ∈Y ， ( ),F x y 对于 x∈X是连续的，且 ( ) ( )
0

,
y y

F x y xϕ
→
⇒
X

 

则 ( ) ( )x Cϕ ∈ X ，且 [ ],a b∀ ⊂ X， ( ) ( )
0

lim ,
b b

a ay y
F x y dx x dxϕ

→
=∫ ∫ 。 

证明： 连续性： 

0,x x∀ ∈X， { }0\y y∀ ∈Y ，有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0

, , , ,

, , , ,

x x x F x y F x y F x y F x y x

x F x y F x y F x y F x y x

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

− = − + − + −

≤ − + − + −

由于 ( ) ( )
0

,
y y

F x y xϕ
→
⇒
X
，我们有： 

0ε∀ > ， 0δ∃ > ， 0y y δ− < 时， x∀ ∈X ，有 ( ) ( ), 3F x y xϕ ε− < ， 

所以， ( )0,y O y δ−′∃ ∈ ， ( ) ( ), 3F x y xϕ ε′ − < ， ( ) ( )0 0, 3F x y xϕ ε′ − <  

对于上述 y′，由于 ( ),F x y 对于 x∈X 是连续的，所以 

0δ ′∃ > ， 0x x δ ′− < 时， ( ) ( )0, , 3F x y F x y ε′ ′− < ，因此： 

( ) ( )0 3 3 3x xϕ ϕ ε ε ε ε− < + + = ，即 ( ) ( )x Cϕ ∈ X 。 

可积性： 
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由于函数 ( )xϕ 是连续的，所以也是 Riemann可积的。并且： 

( ) ( ) ( ) ( ), ,
b b b

a a a
F x y dx x dx F x y x dxϕ ϕ− ≤ −∫ ∫ ∫  

由于 ( ) ( )
0

,
y y

F x y xϕ
→
⇒
X
，我们有： 

0ε∀ > ， 0δ∃ > ， 0y y δ− < 时， x∀ ∈X ，有 ( ) ( ) ( ),F x y x b aϕ ε− < − ， 

所以： ( ) ( ),
b b b

a a a
F x y dx x dx dx

b a
ε

ϕ ε− < =
−∫ ∫ ∫ ， 

即： ( ) ( )
0

lim ,
b b

a ay y
F x y dx x dxϕ

→
=∫ ∫  

证毕 

定理 5：（可导性） 
设 ( ),F x y ， ( ),xF x y 在 ×X Y（X为有界集）上定义，且满足： 

1) ( ) ( )
0

lim ,
y y

F x y xϕ
→

= ， 2) ( ) ( )
0

,x
y y

F x y x
→
⇒ Φ
X
， 

则： ( )xϕ 在X上可微，且 ( ) ( )x xϕ ′ = Φ 。 

证明： 先证： ( ) ( )
0

lim ,
y y

F x y xϕ
→

= 是一致收敛的。 

x∀ ∈X ， ,y y′ ′′∀ ∈Y ，取定 0x ∈X ，则有： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

, ,

, , , , , ,

F x y F x y

F x y F x y F x y F x y F x y F x y

′ ′′−

′ ′′ ′ ′′ ′ ′′≤ − − + + −
 

由收敛性， 0ε∀ > ， 1 0δ∃ > ， 0 1y y δ′ − < ， 0 1y y δ′′ − < 时， 

( ) ( )0 0, , 2F x y F x y ε′ ′′− <  

又因为： ( ) ( ), ,F x y F x y′ ′′− 对 x可导，由 Lagrange中值定理： ( )0,1θ∃ ∈  

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

0 0

0 0 0 0 0

, , , ,

, ,x x

F x y F x y F x y F x y

F x x x y F x x x y x xθ θ

′ ′′ ′ ′′− − +

′ ′′= + − − + − ⋅ −
 

由于 ( ) ( )
0

,x
y y

F x y x
→
⇒ Φ
X
，所以 2 0δ∃ > ， 0 2y y δ′ − < ， 0 2y y δ′′ − < 时 

( )( ) ( )( )0 0 0 0, , 2x xF x x x y F x x x y Mθ θ ε′ ′′+ − − + − ≤  

其中M 为有界集X的直径。令： { }1 2min ,δ δ δ= ， 

则当 0y y δ′ − < ， 0y y δ′′ − < 时，有： ( ) ( ), ,F x y F x y ε′ ′′− < ， 

即： ( ) ( )
0

,
y y

F x y xϕ
→
⇒
X
。 



含参量的积分 

 13.122 

其次，令： ( )
( ) ( )

( )

0
0

0

0 0

, ,

,
,x

F x y F x y
x x

x xG x y
F x y x x

−
≠ −= 

 =

 

显然： ( ) ( )
0

0lim , ,x
x x

G x y F x y
→

= ， ( )
( ) ( )

( )
0

0
0

0

0 0 0

lim ,
,

y y

x

x x
x x

x xG x y
F x y x x

ϕ ϕ

→

−
≠ −= 

 =

 

所以： 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0 0

0 0

0
0

0

lim , lim lim ,

lim lim , lim

xy y y y x x

x x y y x x

x F x y G x y

x x
G x y x

x x
ϕ ϕ

ϕ

→ → →

→ → →

Φ = =

−
′= = =

−

 

证毕 

 

§3 含参量的广义积分 

有了上一节关于一致收敛性的讨论，我们可以开始研究含参量之广义积分的性质了。含

参量的广义积分有两类：一类是无穷积分， ( ) ( ),
a

F x f x y dy
+∞

= ∫ ，另一类是瑕积分，

( ) ( ),
b

a
G x f x y dy= ∫ 。 

一般地广义积分的两类情形是可以通过变量替换互换的，因而这里我们着重考虑无穷积
分的情形。 

1 含参量无穷积分的一致收敛性 

令： ( ) ( ), ,
A

a
F x A f x y dy= ∫ ，这是一个二元函数，当 A →+∞时该函数关于 x的一

致收敛性也就是广义积分的一致收敛性，因此： 

定义： 若函数 ( ) ( ), ,
A

a
F x A f x y dy= ∫ 当 A →+∞时，对 x∈X 一致收敛，则称积

分 ( ),
a

f x y dy
+∞

∫ 对 x∈X一致收敛。 

例 1：讨论积分
0

xyxe dy
+∞ −∫ 的一致收敛性。 

解： 显然， 0x > 时上述积分总是收敛的，但是否一致收敛呢？ 

按定义， ( )
0

, 1
A xy xAF x A xe dy e− −= = −∫  

若 0x c≥ > ，则： ( ), 1 0xA cAF x A e e− −− = ≤ → ， ( )A →+∞  

所以
0

xyxe dy
+∞ −∫ 在[ ),c +∞ 上一致收敛； 
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若 0x > ，则：对于 1
0 eε −= ， 0A∀ > ， 0

1
x

A
∃ = ，使得 ( ) 1

0 , 1F x A e−− > ，

因而不是一致收敛的。 

2 一致收敛判别法 

1) 一致收敛原理 

( ),
a

f x y dy
+∞

∫ 对 x∈X 一致收敛的充分必要条件为： 0ε∀ > ， A a∃ > ，当 ,A A A′ ′′ >

时， x∀ ∈X ， ( ),
A

A
f x y dy ε

′′

′
<∫ 。 

一致收敛原理的证明可由上一节得定理 1直接得到。 

2) Weierstrass判别法（M判别法） 

类似于无穷积分的比较判别法，我们有如下的 Weierstrass 判别法： 

若 x∀ ∈X ，y a≥ 时，有 ( ) ( ),f x y M y≤ ，并且 ( )
a

M y dy
+∞

∫ 收敛，则 ( ),
a

f x y dy
+∞

∫
对于 x∈X 一致收敛。 

3) Abel判别法 

命题 1： 1) ( ),
a

f x y dy
+∞

∫ 对于 x∈X一致收敛； 

 2) ( ),g x y 对于国定的 x∈X，是 y的单调函数，且 ( ),g x y 一致有界， 

  即： 0M∃ > ， x∀ ∈X， y a≥ 时，有 ( ),g x y M≤ ； 

则： ( ) ( ), ,
a

f x y g x y dy
+∞

∫ 对于 x∈X一致收敛。 

证明： 由条件 1)，我们有： 

0ε∀ > ， A a∃ > ，当 ,A A A′ ′′ > 时， x∀ ∈X ， ( ), 2
A

A
f x y dy Mε

′′

′
<∫ ， 

由条件 2)，应用积分第二中值定理，我们有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

, , , , , ,

, ,

2 2

A A

A A

A

A

f x y g x y dy g x A f x y dy g x A f x y dy

M f x y dy M f x y dy

M M
M M

ξ

ξ

ξ

ξ

ε ε
ε

′′ ′′

′ ′

′′

′

′ ′′= +

≤ +

< ⋅ + ⋅ =

∫ ∫ ∫

∫ ∫  

所以， ( ) ( ), ,
a

f x y g x y dy
+∞

∫ 对于 x∈X 一致收敛。 

证毕 
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4) Dirichlet判别法 

命题 2：若 1) 0M∃ > ， x∀ ∈X， A a≥ 时，有 ( ),
A

a
f x y dy M≤∫ ； 

 2) ( ),g x y 对于国定的 x∈X，是 y的单调函数，且 ( ), 0
y

g x y
→+∞
⇒
X
； 

则： ( ) ( ), ,
a

f x y g x y dy
+∞

∫ 对于 x∈X一致收敛。 

证明： 由条件 2)， 0ε∀ > ， A a∃ > ，当 ,A A A′ ′′ > 时， x∀ ∈X ， 

有 ( ), 4g x A Mε′ < ， ( ), 4g x A Mε′′ < ； 

同样应用积分第二中值定理，利用条件 1)，我们有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

, , , , , ,

2 , 2 ,

A A

A A
f x y g x y dy g x A f x y dy g x A f x y dy

M g x A M g x A

ξ

ξ

ε

′′ ′′

′ ′
′ ′′= +

′ ′′≤ + <

∫ ∫ ∫  

因而 ( ) ( ), ,
a

f x y g x y dy
+∞

∫ 对于 x∈X 一致收敛。 

证毕 

3 含参量广义积分之性质 

定理 1：（积分界内取极限定理）设： 
1) { }0\x x∀ ∈X ， ( ),f x y 是 [ ),y a∈ +∞ 上连续函数； 

2) ( ),
a

f x y dy
+∞

∫ 对于 x∈X一致收敛； 

3) 0x 是X之聚点，且 b a∀ > 有 ( )
[ ]

( )
0

,

,
,

a b

x x x
f x y g y

→ ∈
⇒

X
； 

则： ( ) ( )
0

lim ,
a ax x

f x y dy g y dy
+∞ +∞

→
=∫ ∫ （有限值）。 

证明： 考虑函数 ( ) ( ), ,
b

a
F x b f x y dy= ∫ ，这是一个含参量之定积分 

由含参量之定积分的连续性， ( ) ( )
0

,
x x b

a
F x b g y dy

→

→ ∫ ； 

又，由于条件 2)， ( ) ( ), ,
x

ab
F x b f x y dy

∈ +∞

→+∞
⇒ ∫

X
； 

由一致收敛函数之性质，有： ( ) ( )
0 0

lim lim , lim lim ,
x x b b x x

F x b F x b
→ →+∞ →+∞ →

= ， 

因而 ( ) ( )
0

lim ,
a ax x

f x y dy g y dy
+∞ +∞

→
=∫ ∫ 。 

证毕 
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定理 2：（连续性定理）设 ( ) [ ] [ )( ), , ,f x y C a b α∈ × +∞  

( ) ( ),F x f x y dy
α

+∞
= ∫ 在[ ],a b 上一致收敛，则： ( ) [ ],F x C a b∈ 。 

证明： 对于 β α∀ ≥ ，由含参量定积分的性质，有： ( ) [ ], ,f x y dy C a b
β

α
∈∫ ， 

又因为： ( )
[ ]

( )
,

,
a b

f x y dy F x
β

α β→+∞
⇒∫ ，因而 ( ) [ ],F x C a b∈ 。 

证毕 

定理 3：（积分顺序交换定理之一）设 
1) ( ) [ ] [ )( ), , ,f x y C a b α∈ × +∞ ，（[ ],a b 有限） 

2) ( ) ( ),F x f x y dy
α

+∞
= ∫ 在[ ],a b 上一致收敛， 

则有： ( ) ( ), ,
b b

a a
f x y dy dx f x y dx dy

α α

+∞ +∞   =      ∫ ∫ ∫ ∫  

证明： 由条件知 β α∀ ≥ 有： ( )
[ ]

( )
,

,
a b

f x y dy F x
β

α β→+∞
⇒∫  

因而由一致收敛函数求极限之定理，有： 

( ) ( ) ( )lim , lim ,
b b b

a a a
f x y dy dx f x y dy dx F x dx

β β

α αβ β→+∞ →+∞

   = =      ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

另一方面，由含参量的定积分交换次序定理， 

( ) ( ), ,
b b

a a
f x y dx dy f x y dy dx

β β

α α

   =      ∫ ∫ ∫ ∫  

令 β →+∞ ，有： 

( ) ( )

( ) ( )

, lim ,

,

b b

a a

b b

a a

f x y dx dy f x y dy dx

F x dx f x y dy dx

β

α αβ

α

+∞

→+∞

+∞

   =      
 = =   

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

证毕 

定理 4：（积分顺序交换定理之二）设 
1) ( ) [ ) [ )( ), , ,f x y C a α∈ +∞ × +∞ ； 

2) ( ),f x y dy
α

+∞

∫ 在[ ),a +∞ 的任一有限子区间上一致收敛； 

3) ( )( ),
a

f x y dy dx
α

+∞ + ∞

∫ ∫ 与 ( )( ),
a

f x y dx dy
α

+∞ + ∞

∫ ∫ 两者至少有一个存在； 

则： ( )( ) ( )( ), ,
a a

f x y dy dx f x y dx dy
α α

+∞ +∞ +∞ +∞
=∫ ∫ ∫ ∫ 。 

证明： z a∀ ≥ ，令： ( ) ( ), ,
z

a
F z y f x y dx= ∫ ，它满足： 

(1) ( ) [ ) [ )( ), , ,F z y C a α∈ +∞ × +∞ （由含参量定积分之性质） 
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(2) 积分 ( ),F z y dy
α

+∞

∫ 对 [ ),z a∈ +∞ 一致收敛； 

这是因为 ( ) ( ) ( ), , ,
z

a a
F z y f x y dx f x y dx

+∞
≤ ≤∫ ∫ ，由条件 3)以及 

Weierstrass 判别法，知 ( ),F z y dy
α

+∞

∫ 对 [ ),z a∈ +∞ 一致收敛 

(3) 有条件 2)，z → +∞时， [ ],y α β∀ ∈ ， ( ),F z y 一致收敛到 ( ),
a

f x y dx
+∞

∫ ； 

因此，由定理 1知： 

( ) ( ) ( )( )lim , lim , ,
az z

F z y dy F z y dy f x y dx dy
α α α

+∞ +∞ +∞ +∞

→+∞ →+∞
= =∫ ∫ ∫ ∫  

另一方面，由定理 3知： 

( )( ) ( )( ) ( ), , ,
z z

a a
f x y dy dx f x y dx dy F z y dy

α α α

+∞ +∞ +∞
= =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

令 z → +∞，即得： ( )( ) ( )( ), ,
a a

f x y dy dx f x y dx dy
α α

+∞ +∞ +∞ +∞
=∫ ∫ ∫ ∫  

证毕 

推论： 假设： 
1) ( ) [ ) [ )( ), , ,f x y C a α∈ +∞ × +∞ 且非负，（即 ( ), 0f x y ≥ ） 

2) ( ) [ ), ,
a

f x y dx C α
+∞

∈ +∞∫ ， ( ) [ ), ,f x y dy C a
α

+∞
∈ +∞∫ ； 

3) ( )( ),
a

f x y dy dx
α

+∞ +∞

∫ ∫ 与 ( )( ),
a

f x y dx dy
α

+∞ +∞

∫ ∫ 至少有一个存在； 

则： ( )( ) ( )( ), ,
a a

f x y dy dx f x y dx dy
α α

+∞ +∞ +∞ +∞
=∫ ∫ ∫ ∫ 。 

证明仿照定理 4的证明即可。 

定理 5：（积分号下求导定理）假设： 
1) ( ) ( ), , ,xf x y f x y 在 [ ],x a b∈ ， y α≥ 上连续； 

2) ( ),f x y dy
α

+∞

∫ 存在； 

3) ( ),xf x y dy
α

+∞

∫ 在[ ],a b 上一致收敛； 

则： ( ) ( ) ( ) [ ]1, ,F x f x y dy C a b
α

+∞
= ∈∫ ，且 ( ) ( ),xF x f x y dy

α

+∞
′ = ∫ 。 

证明： 令： ( ) ( ),xx f x y dy
α

ϕ
+∞

= ∫ ，显然 [ ]( ) ,x C a bϕ ∈ ，并且由定理 3，有： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, ,

, ,

x x x

x xa a a
x dx f x y dy dx f x y dx dy

f x y f a y dy F x F a

α α

α

ϕ
+∞ +∞

+∞

   = =      

= − = −  

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫
 

因而结论成立。 

证毕 
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4 几个例子 

例 1：求积分：1) 
0

ax bxe e
dx

x

− −+∞ −
∫ ， 2) 20

cos cosax bx
dx

x

+∞ −
∫ ，其中 , 0a b > 。 

解： 方法一，利用交换积分次序的定理。 

1) ( )0 0

ax bx b xy

a

e e
dx e dy dx

x

− −+∞ +∞ −−
=∫ ∫ ∫ ，由于 xy axe e− −≤ ， 

  所以
0

xye dx
+∞ −∫ 在 [ ],y a b∈ 上一致收敛，由定理 3， 

  ( )0 0
ln

ax bx b bxy

a a

e e dy b
dx e dx dy

x y a

− −+∞ +∞ −−
= = =∫ ∫ ∫ ∫ 。 

2) 
20 0

cos cos sinb

a

ax bx xy
dx dy dx

x x

+∞ +∞−  =  
 ∫ ∫ ∫ ， 

  考虑积分
0

sin xy
dx

x

+∞

∫ ， 0x = 不是瑕点，由于： 

  
0

1 cos 2
sin

A Ay
xydx

y a
−

= ≤∫ ， 

  并且 x →+∞时，
1
x
在 [ ],y a b∈ 上单调一致趋于零， 

  由 Dirichlet判别法知
0

sin xy
dx

x

+∞

∫ 在 [ ],y a b∈ 上一致收敛，由定理 3， 

  ( )20 0

cos cos sin
2 2

b b

a a

ax bx xy
dx dx dy dy b a

x x
π π+∞ +∞−  = = = − 

 ∫ ∫ ∫ ∫ 。 

方法二，利用积分号下求导定理。 

1) 令： ( )
0

ax xye e
I y dx

x

− −+∞ −
= ∫ ，则： ( ) 0I a = ， ( )

0

ax bxe e
I b dx

x

− −+∞ −
= ∫ ； 

  由于 ( )
0

1xyI y e dx
y

+∞ −′ = =∫ ，所以 ( ) ( ) ( ) ln
b

a

b
I b I y dy I a

a
′= + =∫ 。 

2) 令： ( ) 20

cos cosax xy
I y dx

x

+∞ −
= ∫ ， 

  则： ( ) 0I a = ， ( ) 20

cos cosax bx
I b dx

x

+∞ −
= ∫ ； 

  ( )
0

sin
2

xy
I y dx

x
π+∞

′ = =∫ ， ( ) ( ) ( ) ( )
2

b

a
I b I y dy I a b a

π′= + = −∫ 。 

例 2：计算下列积分： 1) 
0

cosaxe xdxβ
+∞ −∫ ， 2) 

0

sinax x
e dx

x
β+∞ −∫ ， 

     3) 
0

sin x
dx

x
β+∞

∫ ，其中 0a > 。 

解： 1) 由于 [ ]2 2
cos cos sin

ax
ax e

e xdx a x x C
a

β β β β
β

−
− = − + +

+∫ ， 
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  所以
2 20

cosax a
e xdx

a
β

β

+∞ − =
+∫ 。 

2) 令 ( )
0

sinax x
I e dx

x
β

β
+∞ −= ∫ ， 

  则： ( )0 0I = ，
2 20

( ) cosax a
I e xdx

a
β β

β

+∞ −′ = =
+∫ ， 

  ( ) ( )2 20
0 arctan

a
I d I

a a

β β
β β

β
= + =

+∫ 。 

3) 当 0a ≥ 时，由于
0

sin x
dx

x
β+∞

∫ 一致收敛， 1axe− ≤ 是单调一致有界的， 

  由 Abel判别法， ( )I β 对于 0a ≥ 是一致收敛的， 

  所以： ( )
0 0

sin
lim sgn

2a

x
dx I

x
β π

β β
+

+∞

→
= =∫ 。 

例 3：计算积分
2

0

xJ e dx
+∞ −= ∫ 。 

解： 方法一，利用利用函数列的一致收敛性。 

因为
2

1
n

x
n

−
 

+ 
 

在[ ]0, A 上连续， [ ]2

0,xe C A− ∈ ，
2

1
n

x
n

−
 

+ 
 

是单调下降函数

列，并且
2

2

1
n

xx
e

n

−

− 
+ → 

 
，由 Dini定理知上述收敛在 [ ]0, A 上是一致收敛的； 

又由于
2

2

1
0 1

1

n
x
n x

−
 

< + ≤  + 
，所以

2

0
1

n
x

dx
n

−
+∞ 

+ 
 

∫ 关于n是一致收敛的； 

因此：
2

2 2

0 0 0
lim 1 lim 1

n n

x

n n

x x
dx dx e dx

n n

− −
+∞ +∞ +∞ −

→+∞ →∞

   
+ = + =   

   
∫ ∫ ∫ ，而积分： 

( ) ( )
( )

2
2 2 22

0 0 0

2 3 !!
1 1 cos

2 2 2 !!

n
n n nx

dx n t dt n ydy n
n n

π π
−

+∞ +∞ − − − 
+ = + = =  − 

∫ ∫ ∫

利用 Wallis 公式：
( )

( )
2 !!

lim
22 1 2 1 !!n

n

n n
π

→∞
=

+ −
， 

我们有：
2

0 2
xe dx

π+∞ − =∫ 。 

方法二，利用积分号下求导定理。令： ( )
( )2 1

20 1

t x
e

I t dx
x

− +
+∞

=
+∫ ， 

则有： ( ) 20
0

1 2
dx

I
x

π+∞
= =

+∫ ， ( )lim 0
t

I t
→+∞

= ， 

( ) ( )2 1

0

t x
I t e dx

+∞ − +′ = −∫ 对于 0t δ≥ > 一致收敛，并且： 
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( ) ( )2 21

0 0

1y txt x t y

t

J
I t e dx e dy

t te

=+∞ +∞− + − −′ = − = − = −∫ ∫  

所以： ( ) ( )
2

2
t xA A x

t

dt
I A I J J e dx

teδ δ
δ

=
−− = − = −∫ ∫  

令 0δ +→ ， A →+∞，我们有： 22
2

J
π

− = − ，所以：
2

J
π

= 。 

例 4：计算积分
2

0
cos2xe xdxβ

+∞ −∫ 。 

解： 令： ( ) 2

0
cos2xI e xdxβ β

+∞ −= ∫ ， 

( ) 2

0
2 sin2xI xe xdxβ β

+∞ −′ = −∫ ，对于 ( ),β ∈ −∞ +∞ 一致收敛。因此： 

( ) ( )2 2

0 0
sin2 2 cos2 2x xI xde e xdx Iβ β β β β β

+∞ +∞− −′ = = − ⋅ = −∫ ∫ ， 

求得： ( ) 2

I Ce ββ −= ，再利用 ( ) 2

0
0

2
xI e dx

π+ ∞ −= =∫ ， 

我们有： ( ) 2

2
I e βπ

β −= ，即：
2 2

0
cos2

2
xe xdx e βπ

β
+∞ − −=∫ 。 

例 5：计算两个 Laplace积分： ( ) 2 20

cos x
I dx

x
β

β
α

+∞
=

+∫ 及 ( ) 2 20

sinx x
J dx

x
β

β
α

+∞
=

+∫ ， 0α > 。 

解： 当 0δ > 时，因为
0

2
sin

A
xdxβ

δ
≤∫ ，并且 2 2

x
x α+
在 [ ),β δ∈ +∞ 上单调一致

收敛趋于零，由 Dirichlet判别法，积分 ( ) 2 20

sinx x
J dx

x
β

β
α

+∞
=

+∫ 在 [ ),β δ∈ +∞

上一致收敛。 

所以由定理 5， ( ) 2 20

sinx x
I dx

x
β

β
α

+∞
′ = −

+∫ 。考虑到： 

( ) ( )
2

2 2 2 20 0 0

sin sin sin
2

x x x x
I dx dx dx

x x x x
π β β β

β α
α α

+∞ +∞ +∞
′ + = − + =

+ +∫ ∫ ∫  

由于 ( ) 2 20

cos x
I dx

x
β

β
α

+∞
=

+∫ 对于 [ ),β δ∈ +∞ 一致收敛，再利用定理 5，有： 

( ) 2
2 20

cos
2

x
I dx

x
π β

β α
α

+ ∞′ ′ + =  +  ∫ ，即： ( ) ( )2I Iβ α β′′ = 。 

由此，我们得到： ( ) 1 2I C e C eαβ αββ −= + 。 

又因为： ( ) 2 20 2
dx

I
x

π
β

α α

+∞
≤ =

+∫ ，所以 ( )lim 0I
α

β
→+∞

= ，代回到上面 ( )I β

的表达式中，我们有 1 0C = ，因此 ( ) 2I C e αββ −= 。 
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最后，考虑到 ( ) 2 200
lim

2
dx

I
xβ

π
β

α α+

+∞

→
= =

+∫ ，推出 2 2
C

π
α

= ， 

即： ( )
2

I e αβπ
β

α
−= 。 

而当 0β > 时， ( ) ( )2 20

sin
2

x x
J dx I e

x
αββ π

β β
α

+∞ −′= = − = −
+∫ ，因此，一般地： 

因而 ( ) sgn
2

J e αβπ
β β−= − 。 

 

§4 欧拉积分：Gamma函数与 Beta函数 

这一节中我们介绍一类特殊的含参量广义积分，即欧拉积分，并引入由此定义的两种特
殊函数： β 函数与Γ函数。 

1 Gamma函数 

定义 1：含参量的广义积分 1

0

t xe t dt
+∞ − −∫ 定义了关于参量 x的函数， 

记作： ( ) 1

0

t xx e t dt
+∞ − −Γ = ∫ ， 

称这一函数为Γ函数（Gamma函数），也成为第二类 Euler积分。 

由定义可以看出 ( )xΓ 是定义在 0x > 上的函数。 

定理 1： ( ) ( )0,x CΓ ∈ +∞ 。 

证明： 首先 0x > 时，积分
1 1

0

t xe t dt− −∫ 是收敛的（ 0t = 为瑕点） 

对于 0δ > ， [ ),x δ∀ ∈ +∞ ， [ ]0,1t ∈ ，有 1 1t x te t t eδ− − − −≤  

因而积分
1 1

0

t xe t dt− −∫ 在 [ ),x δ∈ +∞ 上是一致收敛的； 

其次，积分 1

1

t xe t dt
+∞ − −∫ 在 ( )0,x ∈ +∞ 上是一致收敛的， 

所以： 1

0

t xe t dt
+∞ − −∫ 在 [ ),x δ∈ +∞ 上一致收敛，因此 ( ) ( )0,x CΓ ∈ +∞ 。 

证毕 

定理 2： ( ) ( ) ( )0,x C ∞Γ ∈ +∞ ，并且 ( ) ( ) ( )1

0
ln

nn t xx e t t dt
+∞ − −Γ = ∫ 。 

证明： 0A a> > 时， [ ],x a A∀ ∈  

当 [ ]0,1t ∈ ， ( ) ( )1 1ln ln
n nt x ae t t t t− − −≤ ，而积分 ( )

1 1

0
ln

nat t dt−∫ 收敛， 
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当 [ )1,t ∈ +∞ ， ( )1 1ln
nt x A n te t t t e− − + − −≤ ，而积分 1

1

A n tt e dt
+∞ + − −∫ 收敛， 

所以由 Weierstrass 判别法知积分 ( )1

0
ln

nt xe t t dt
+∞ − −∫ 在[ ],a A 上一致收敛， 

所以 ( ) ( ) ( )0,x C ∞Γ ∈ +∞ ，并且 ( ) ( ) ( )1

0
ln

nn t xx e t t dt
+∞ − −Γ = ∫ 。 

证毕 

引理 1：（Schwartz不等式） 
设 ( ) ( ) [ ], ,f x g x C a b∈ ，且 ( ) ( ), 0f x g x ≥ ， , 0λ µ > ， 1λ µ+ = ， 

则： ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx

λ µ
λ µ    ≤             ∫ ∫ ∫ 。 

证明： 先证明： , 0u v > 时，u v u vλ µ λ µ≤ + 。 

令 ( ) lnx xϕ = − ,由于 ( ) 2

1
0x

x
ϕ ′′ = > ，所以 ( )xϕ 是 0x > 上的下凸函数，因

此： ( ) ( ) ( )u v u vϕ λ µ λϕ µϕ+ ≤ + ，即： ( )ln ln lnu v u vλ µ λ µ− + ≤ − − ，

所以：u v u vλ µ λ µ≤ + 。 

其次，令
( )
( )

b

a

f t
u

f t dt
=

∫
，

( )
( )

b

a

g t
v

g t dt
=

∫
代入上述不等式，有： 

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

b bb b

a aa a

f t g t f t g t

f t dt g t dtf t dt g t dt

λ µ

λ µ

λ µ       ≤ +
   
      

∫ ∫∫ ∫
， 

两边对 t在[ ],a b 上积分，有：
( ) ( )

( ) ( )
1

b

a

b b

a a

f t g t dt

f t dt g t dt

λ µ

λ µ λ µ
      

≤ + =
   
      

∫
∫ ∫

， 

即： ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx

λ µ
λ µ    ≤             ∫ ∫ ∫ 。 

证毕 

定理 3：（Γ函数之基本性质） 
1) ( ) 0xΓ > ， ( )0,x∀ ∈ +∞ ，并且 ( )1 1Γ = ； 

2) ( ) ( )1x x xΓ + = Γ ， ( )0,x∀ ∈ +∞ ； 

3) ( )ln xΓ 在 ( )0,+∞ 上是下凸函数。 

证明： 1) 显然。 

2) ( ) ( )1

0 0 0
1 t x x t t xx e t dt t de e xt dt x x

+∞ +∞ +∞− − − −Γ + = = − = = Γ∫ ∫ ∫ 。 

3) 利用引理 1， 0b a∀ > > ， , 0λ µ > ， 1λ µ+ = ， , 0x y > ，有： 
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  ( ) ( )1 1 1b b bt x y t x t y

a a a
e t dt e t dt e t dt

λ µ
λ µ− + − − − − −≤∫ ∫ ∫ ， 

  令 0a +→ , b → +∞即得： ( ) ( ) ( )x y x y
λ µ

λ µΓ + ≤ Γ Γ       ， 

  两边取对数，得到： ( ) ( ) ( )ln ln lnx y x yλ µ λ µΓ + ≤ Γ + Γ ， 

  所以 ( )xΓ 在 ( )0,+∞ 上是下凸函数。 

证毕 

推论： n∀ ∈N， ( )1 !n nΓ + =  

定理 3 所描述的Γ函数的三条性质实际上是Γ函数之全部性质。也就是说它是Γ函数
的充分条件，也可说是等价定义。这就是下面的定理 4： 

定理 4：（Bohr & Mollerup）若在 ( )0,+∞ 定义的函数 ( )f x 满足： 

1) ( ) 0f x > ， ( )0,x∀ ∈ +∞ ，并且 ( )1 1f = ； 

2) ( ) ( )1f x xf x+ = ， ( )0,x∀ ∈ +∞ ； 

3) ( )ln f x 在 ( )0,+∞ 上是下凸函数； 

则： ( ) ( )f x x= Γ 。 

证明： 令： ( ) ( )lnx f xϕ = ， 

由条件 1)，2)可得： ( )1 !f n n+ = ， ( )1 ln !n nϕ + = ，并且： 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1f x n x n x n x x f x+ + = + + − + ⋅L ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ln 1 1x n x n x n x x xϕ ϕ+ + = + + − + +  L 。 

由条件 3)， ( )xϕ 在 ( )0,+∞ 上是下凸函数，因而 ( ]0,1x∀ ∈ ，有： 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 2 1
1 1 1 2 1

n n x n n n n
n n x n n n n

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ − + + − + + − +
≤ ≤

+ − + + − + + − +
， 

即：
( ) ( ) ( )1 1

ln ln 1
x n n

n n
x

ϕ ϕ+ + − +
≤ ≤ + ， 

因而： ( ) ( )ln ln ! 1 ln 1 ln !x n n x n x n nϕ+ ≤ + + ≤ + +  

将 ( )1x nϕ + + 的表达式代入上式，有： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 !!
ln ln

1 1

xx n nn n
x

x x x n x x x n
ϕ

+
≤ ≤

+ + + +L L
， 

因此： ( ) ( ) ( )
! 1 1

0 ln ln 1 ln 1
1

xn n
x x

x x x n n n
ϕ    ≤ − ≤ + ≤ +   + +    L

 

上式说明：
( ) ( )

( ]
( )

0,1!
ln

1

x x

n

n n
x

x x x n
ϕ

∈

→∞
⇒

+ +L
。 

最后，由上式及条件 2)，( )0,+∞ 上的 ( )f x 就完全确定了，所以满足条件 1)，
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2)，3)的 ( )f x 是存在唯一的。 

又由定理 3， ( )xΓ 满足条件 1)，2)，3)，所以 0x∀ > ， ( ) ( )f x x≡ Γ 。 

证毕 

推论： 0x∀ > ， ( ) ( ) ( )
!

lim
1

x

n

n n
x

x x x n→∞
Γ =

+ +L
。 

证明： 由定理 4知 ( ]0,1x∈ 时 ( ) ( ) ( )
!

lim
1

x

n

n n
x

x x x n→∞
Γ =

+ +L
， 

0x∀ > 时，记 ( ) ( ) ( )
!

lim
1

x

n

n n
g x

x x x n→∞
=

+ +L
，则有： 

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )

1 !
1 lim

1 2 1

!
lim

1 2 1

x

n

x

n

n n
g x

x x x n

n n n
x xg x

x x x x n x n

+

→∞

→∞

+ =
+ + + +

= ⋅ =
+ + + + +

L

L

 

所以： 0x∀ > 时， ( ) ( )g x x= Γ ，即 ( ) ( ) ( )
!

lim
1

x

n

n n
x

x x x n→∞
Γ =

+ +L
。 

证毕 

引理 2： ( )0,1x ∈ 时，有
2

2
1

sin 1
n

x
x x

n
π π

∞

=

 
= − 

 
∏ 。 

证明： 1) 当α非整数时，对cos tα 在[ ],π π− 上 Fourier 展开，得到： 

  ( ) 2 2
1

sin 1 2 cos
cos 1

n

n

nt
t

n
απ α

α
π α α

∞

=

 
= + − − 

∑ ； 

2) 在上述展开式中令 t π= 有：
2 2

1

1 2
cot

n n
α

π απ
α α

∞

=

= +
−∑  

  因而当 ( )0,1x ∈ 时，有
2 2

1

1 2
cot

n

x
x

x x n
π π

∞

=

= +
−∑  

3) 令： ( )
2 2

2 2
11

ln 1 ln ln 1
nn

x x
x

n n
ψ π π

∞ ∞

==

    
= − = + −    

    
∑∏  

  则有： ( )0 0ψ = ，并且 ( ) 2 2
1

2 1
cot

n

x
x x

x n x
ψ π π

∞

=

′ = = −
−∑  

  所以： ( ) sin
ln

x
x

x
π

ψ = ，即：
2

2
1

sin 1
n

x
x x

n
π π

∞

=

 
= − 

 
∏ 。 

证毕 
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推论： x∀ ∈R ，均有
2

2
1

sin 1
n

x
x x

n
π π

∞

=

 
= − 

 
∏ 。 

证明： x∈R ，令 ( )
2

2
1

1
n

x
h x x

n
π

∞

=

 
= − 

 
∏ ，则： 

1) ( ) ( )0 1 0h h= = ； 

2) ( ) ( )h x h x− = − ， x∀ ∈R ； 

3) 因为： ( ) ( )2 2

2 2
1 1

1 1
1 1 1

N N

n n

x N x x
x x

n N x n
π π

= =

 +  + +
+ − = − −     −   

∏ ∏ ，所以： 

  ( ) ( )1h x h x+ = − ， x∀ ∈R ， 

因而 x∀ ∈R ， ( ) sinh x xπ= 。 

证毕 

定理 5：（余元公式） ( )0,1x ∈ 时， ( ) ( )1
sin

x x
x

π
π

Γ Γ − = 。 

证明： 利用定理 4之推论： 

( )
( ) ( ) ( )

!
lim lim

1 1 1

x x

n n

n n n
x

xx x x n x x
n

→∞ →∞
Γ = =

+ +  + + 
 

L L
， 

( )
( ) ( )

1

1 lim
1 1 1 1

2

x

n

n
x

x x
x n x

n

−

→∞
Γ − =

   − − − + −   
   

L
， 

因而 ( )0,1x ∈ 时： 

( ) ( )
( ) ( )

2 2
2

2 2

2

2
1

1 lim
1 1 1 1

2

1
sin

1

n

n

n
x x

x x
x x n x

n

xx
x

n

π
π

→∞

∞

=

Γ Γ − =
   

− − − + −   
   

= =
 

− 
 

∏

L

 

证毕 

推论 1：
1
2

π Γ = 
 

。 

证明： 由余元公式， 2 1 1 1
1

12 2 2 sin
2

π
π

π

     Γ = Γ Γ − = =     
     

，所以
1
2

π Γ = 
 

。 

证毕 
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推论 2：
2

0 2
xe dx

π+∞ − =∫ 。 

证明： 由定义，
2

1
1

2
0 0

1
2

2

x t
t xe t dt e dt π

=+∞ +∞−− − Γ = = = 
  ∫ ∫ ，所以

2

0 2
xe dx

π+∞ − =∫ 。 

证毕 

推论 3：
( )2 1 !!1

2 2n

n
n π

− Γ + = 
 

。 

证明： 由定理 3，
( )2 1 !!1 1 3 1 1

2 2 2 2 2 2n

n
n n n π

−      Γ + = − − Γ =      
      

L 。 

证毕 

定理 6：（Legendre公式，倍元公式） 0x∀ > ， ( ) ( )
2 12 1

2
2

x

x x x
π

−  Γ = Γ Γ + 
 
。 

证明： 由定理条件，只需证： 0x∀ > ， ( )
12 1

2 2

x x x
x

π

− +   Γ = Γ Γ   
   

。 

令： ( )
12 1

2 2

x x x
f x

π

− +   = Γ Γ   
   

，则有： 

1) ( ) 0f x > ，并且： ( ) ( )1 1
1 1 1

2
f

π
 = Γ Γ = 
 

； 

2) ( ) ( )2 1 2 2 1
1

2 2 2 2 2

x xx x x x x
f x xf x

π π
+ + +       + = Γ Γ = Γ Γ =       

       
； 

3) ( ) ( ) 1 1
ln 1 ln2 ln ln ln

2 2 2
x x

f x x π
+   = − + + Γ + Γ   

   
 

  其中每一项均为 ( )0,+∞ 上的下凸函数， 

  因而 ( )ln f x 为 ( )0,+∞ 上的下凸函数； 

由定理 4可知： 0x∀ > ， ( ) ( )f x x= Γ 。 

证毕 

2 Beta函数 

定义 2：含两个参量 ,x y之积分 ( )
1 11

0
1

yxt t dt
−− −∫ 称为 Beta函数 

或第一类 Euler积分，记作： ( ) ( )
1 11

0
, 1

yxx y t t dtβ
−−= −∫ 。 

类似于Γ函数， β 函数有如下基本性质： 
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命题： ( ),x yβ 对于 , 0x y∀ > 有定义，且满足： 

1) ( ), 0x yβ > ，并且： ( ) 1
1, y

y
β = ； 

2) ( ) ( )1, ,
x

x y x y
x y

β β+ =
+

； 

3) 0y∀ > ， ( )ln ,x yβ 关于 x为下凸函数。 

证明： 1) 显然。 

2) 直接计算得： 

  

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

1 11

0 0

1
1

20

1 11

0

1
1, 1 1

1

1 1
1

1 1

1 ,

x
y x yx

x
x y

yx

t
x y t t dt d t

x y t

t
t x dt

x y t t

x x
t t dt x y

x y x y

β

β

− +

−
+

−−

 + = − = − + − 

− = − −  + −  −

= − =
+ +

∫ ∫

∫

∫

 

3) 1 2, 0λ λ∀ > ， 1 2 1λ λ+ = ， 1 2, 0x x > ， 0y > ，由引理 1，我们有： 

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2

1 2
1 2

1 2

1 11
1 1 2 2 0

1 1 11 1

0

1 2

, 1

1 1

, ,

yx x

y yx x

x x y t t dt

t t t t dt

x y x y

λ λ

λ λ

λ λ

β λ λ

β β

−+ −

− −− −

+ = −

   = − −   

≤       

∫

∫  

  因而 ( )ln ,x yβ 是 x的下凸函数。 

证毕 

定理 7：（ β函数与Γ函数之关系） , 0x y∀ > ，有： ( ) ( ) ( )
( )

,
x y

x y
x y

β
Γ Γ

=
Γ +

。 

证明： 0y∀ > ，令： ( ) ( ) ( )
( )

,x y x y
f x

y
β Γ +

=
Γ

，只需证明 ( )f x 满足定理 4的三个

条件，即可证明 ( ) ( )f x x= Γ 。 

1) ( ) 0f x > ，并且 ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

1, 1 1
1 1

y y y
f

y y y
β Γ + Γ +

= = =
Γ Γ

； 

2) 应用 β 函数与Γ函数性质，有： 

  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

1, 1
1

,
1

x y x y
f x

y

x
x y x y x y

x xf x
y

β

β

+ Γ + +
+ =

Γ

⋅ + Γ +
+= =

Γ
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3) 0y∀ > ， ( )ln ,x yβ 与 ( )ln x yΓ + 均是 x的下凸函数， 

  而 ( )ln yΓ 与 x无关，因而 ( )ln f x 是 x的下凸函数； 

由定理 4知： ( ) ( )f x x= Γ 。 

证毕 

推论： 1) ( ) ( ), ,x y y xβ β= ；（对称性） 

2) ( )0,1x∀ ∈ ， ( ),1
sin

x x
x

π
β

π
− = ；（余元公式） 

3) 0x∀ > ， ( ) 2 1

1 1
, ,

2 2xx x xβ β−
 =  
 
。（倍元公式） 

例 1：求证 ( )
( ) ( )

1 1 11

0 0
,

1 1

x x y

x y x y

u du u u
x y du

u u
β

− − −+∞

+ +

+
= =

+ +∫ ∫ 。 

证明： 利用换元法，有： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 111 11
1 1 20 0 0

1
, 1

1 1 1 1

u
t x xuyx

x y x y

u du u du
x y t t dt

u u u u
β

= − −+ +∞ +∞−−
− − += − = =

+ + + +∫ ∫ ∫
由此，继续应用换元法，有： 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 11

0 0 1

1 1 1 11 0 1

20 1 0

,
1 1 1

1 1 1

x x x

x y x y x y

x x x y

x y x y x yx y

u du u du u du
x y

u u u

u du v dv u u
du

vu v v u

β
− − −+∞ +∞

+ + +

− − − −

+ + +− −

= = +
+ + +

+ = + − = 
 + + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

例 2：计算积分 2
0

sin cosx xdx
π

α β∫ ，其中 , 1α β > − 。 

解： 利用换元法，作变换 arcsinx t= ，有： 

( ) ( )
11

2 22 2
1 1

2
0 0 0

1 1
sin cos 1 1

21 2
1 1

1 1 1 1 2 2,
2 2 2 2 1

2

dt
x xdx t t t t dt

t t

β βα α
π

α β

α β
α β

β
α β

−−

= − = −
−

+ +   Γ Γ   + +     = =  +   Γ + 
 

∫ ∫ ∫

 

例 3：计算积分 ( )2
0

tan x dx
π

α

∫ ，其中 1α < 。 

解： 利用上题结论： 

( )2 2
0 0

1 1 1
tan sin cos ,

2 2 2 2cos
2

x dx x xdx
π π

α α α α α π
β

πα
− + − = = = 

 ∫ ∫ 。 
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例 4：计算积分 2
0

sin xdx
π

α∫ 及 2
0

cos xdx
π

α∫ ，其中 1α > − 。 

解： 由例 2结论， 2 2
0 0

1
1 1 1 2sin cos ,
2 2 2 2 1

2

xdx xdx
π π

α α

α
π

α
β

α

+ Γ +   = =     Γ + 
 

∫ ∫ = 。 

 

习题 
 
1． 设D是 mR 中的有界闭区域， )(),(],,[ ECtxfDE ∈×= βα ， 

∫=
β

α
dttxfxI ),()( 。 

求证： )()( DCxI ∈ 。 

2． 设 )(xf 在 ],[ ba 黎曼可积， )(),( )( DCyx k∈ϕ ，其中 ),(],[ βα×= baD ，又设 

∫=
b

a
dxyxxfyg ),()()( ϕ 。 

求证： ),()( )( βαkCyg ∈ 且 

),,2,1(
),(

)()()( kndx
y

yx
xfyg

b

a n

n
n L=

∂
∂

= ∫
ϕ

。 

3． 求下列极限： 

（1） dyyx
x ∫−→

+
1

1

22

0
lim ；               （2） dyxyy

x ∫→

2

0

2

0
coslim ； 

（3） ∫
+

→ ++

α

αα α

1

220 1
lim

x
dx
。 

4． 求 )(xF ′ ： 

（1） ∫ −=
x

x

yx dyexF
cos

sin

1 2

)( ； 

（2） ∫
+

+
=

xb

xa
dy

y
xy

xF
sin

)( ； 

（3） ∫ ∫ 



=

x x

t
dtdsstfxF

0

2

2 ),()( 。 

5． 设 dxyxyF ∫ +=
1

0

22ln)( ，问是否成立： 

dxyx
y

F
y 0

1

0

22ln)0(
=

∫ +
∂
∂

=′ 。 

6． 证明： 

dx
yx
yx

dydy
yx
yx

dx ∫ ∫∫ ∫ +
−

≠
+
− 1

0

1

0 222

221

0

1

0 222

22

)()(
。 

7． 求出下列函数的定义域： 

（1） ∫
∞+ −

+
=

0 21
)( dy

y
e

xF
xy

； 
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（2） ∫
∞+

=
0

sin
),( dt

t
t

yxF
x

y

； 

（3） ∫=
2

0 ln
)(

xt

dt
xF 。 

8． 证明下列积分在所给定的区间内一致收敛： 

（1） )0(
1
cos

0 2
>≥

+∫
∞+

axdy
y
xy

； 

（2） )(
1

badxex x ≤≤∫
∞+ − αα ； 

（3） )0,0(
cos

1
≥>∫

∞+ − αα pdx
x

x
e

p
x ； 

（4） )0(
1
sin

0

2

≥
+∫

∞+
pdx

x
x

p
； 

（5） )0(
sin

0
≥∫

∞+ − αα dxe
x

x x 。 

9． 叙述 ∫
∞+

a
dyyxf ),( 对 Xx ∈ 的不一致收敛原理。 

10．设 ∫
∞+

0
),( dyyxf 对 Xx ∈ 收敛。设有 X 的聚点 0x ，对任意 0>A ， 

)(),(lim
0,

Aldyyxf
AxxXx

=∫
∞+

→∈
 

存在，且对一切 0>A ， )(Al 所成集合有正下界。证明 ∫
∞+

0
),( dyyxf 对 Xx ∈ 不一致收敛。 

11．证明下列积分在所给定区间内不一致收敛： 

（1） )0(
0

2

+∞<≤∫
∞+ − αα α dxe x ； 

（2） )20(
1

sin
11

0
<<∫ ndx

xx n
； 

（3） )0(sin
0

)1( 22

+∞<<∫
∞+ +− xydye yx 。 

12．讨论下列积分在指定区间内的一致收敛性： 

（1） ∫
∞+

∞−

−− dxe x 2)( α   （1° ba << α ， 2° +∞<<∞− α ）； 

（2） ∫ −1

0

21 ln xdxx p   （1° 0pp ≥ ， 2° 0>p ）； 

（3） ∫
∞+

0

sin
dx

x
xα

   （1° ],[0],,[ baba ∉∈α ， 2° ],[0],,[ baba ∈∈α ）； 

（4） ∫
−

1

0

sin
dx

x

x

α

α
  （ 10 ≤≤ α ）。 

13．讨论下列函数在指定区间上的连续性： 

（1） ),(,)(
0 22

+∞−∞∈
+

= ∫
∞+

xdy
yx

x
xF ； 

（2） )2,0(,
)(

sin
)(

0 2
∈

−
= ∫ −

xdy
yy
y

xF
xx

π

π
； 
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（3） 3,
1

)(
0

2

>
+

= ∫
∞+

xdy
y

y
xF

x
。 

14．设 ∫
∞+

∞−
dxxf )( 存在。求证： 

∫
∞+

∞−
= uxdxxfuF cos)()(  

在 +∞<<∞− u 上有界且一致连续。 
15．利用已知积分值 

2
,

2
sin

00

2 ππ
== ∫∫

∞+ −∞+
dxedx

x
x x  

与积分运算法则计算下列积分： 

（1） ∫
∞+

0

sin
dx

x
ax
；                  （2） ∫

∞+

0

cossin2
dy

y
yxy

π
； 

（3） ∫
∞+

0 2

4sin
dx

x
x
；                  （4） )0(

0

2 2

>∫
∞+ − αα dxex x ； 

（5） )0()( 2

>∫
∞+

∞−

++− adxe cbxax ；       （6） )0(
)( 2

2
2

>∫
∞+

∞−

+−
adxe x

a
x

； 

16．利用对参数的微分法计算下列积分： 

（1） ∫
∞+

++
=

0 122 )(
)(

nn ax
dx

aI  （n为自然数， 0>a ）； 

（2） )0,0(
0

22

>>
−

∫
∞+ −−

βα
βα

dx
x

ee xx

； 

（3） )0,0(sin
0

>>
−

∫
∞+ −−

βα
βα

mxdx
x

ee xx

； 

（4） )0(sin
0

2

>∫
∞+ − αα bxdxxe x 。 

16．利用对参数的积分法计算下列积分： 

（1） )0,0(sin
0

>>
−

∫
∞+ −−

βα
βα

mxdx
x

ee xx

； 

（2） )0,0(
0

22

>>
−

∫
∞+ −−

βα
βα

dx
x

ee xx

。 

17．从已知积分出发，利用对参数的微分法计算下列积分： 

（1） ∫
∞+ −

0

22

dxxe nxα  （ 0>α ，n为自然数）； 

（2） dxxx n∫ −1

0

1 lnα   （ 0>α ，n为自然数）。 

18．从等式 

∫
∞+ +−=

+ 0

)(
22

221
dte

x
xt α

α
 

出发，计算下列积分： 

（1） ∫
∞+

+0 22

cos
dx

x
x

α
β

 （ 0>α ）；       （2） ∫
∞+

+0 22

sin
dx

x
xx

α
β

 （ 0>α ）。 

19．求下列积分： 

（1） dxaxa∫ +−
π

0

2 )cos21ln( ； 
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（2） )1()sinln(2

0

22 >−∫ adxxa
π

； 

（3） dx
x

x
∫

∞+








0

2sin α
； 

（4） )0(
)1(

arctg
0 2

≥
+∫

∞+
α

α
dx

xx
x

； 

（5） dxxJ
x

x
∫

∞+

0 0 )(
sinα

，其中 

θθ
π

π

dxxJ ∫= 2

00 )sincos(
2

)( 。 

20．求下列积分的存在域并用欧拉积分表示： 

（1） dx
x

x
n

m

∫
∞+ −

+0

1

1
；                  （2） ∫

−

1

0 1n mx

dx
； 

（3） dxxx nm∫ 2

0
cossin

π

；             （4） dxxn∫ 2

0
tg

π

； 

（5） ∫ 





1

0

1
ln dx

x

p

；       （6） ∫
−







1

0

11
ln dx

x
x

n
m ； 

（7） )0(ln
0

>∫
∞+ − αα xdxex xp 。 

21．利用欧拉积分计算下列积分： 

（1） ∫
−

1

0
4
1

1 x

dx
；                     （2） ∫ −

1

0

2 dxxx ； 

（3） ( )∫ −
1

0

3 1 dxxx ；               （4） )0(
0

222 >−∫ adxxax
a

； 

（5）
( )

dx
x

x n

∫
−

1

0 2 2
1

1
 （n为自然数）；    （6） dxxx∫ 2

0

46 cossin
π

； 

（7） ∫
∞+

+0 41 x
dx
；                     （8） ∫

∞+ −

0

2 2

dxex xn  （n为自然数）； 

（9） ∫ −

π

0 cos3 x
dx
。 

 
 


