第一章  函数、极限、连续

§1.1  函数

(甲) 内容要点

一、函数的概念


1．函数的定义

2．分段函数

3．反函数

4．隐函数

二、基本初等函数的概念、性质和图像

三、复合函数与初等函数

四、考研数学中常出现的非初等函数

1．用极限表示的函数
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2．用变上、下限积分表示的函数
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其中
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五、函数的几种性质

1． 有界性：设函数
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2． 奇偶性：设区间X关于原点对称，若对
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3． 单调性：设
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4． 周期性：设
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由此可见，周期函数有无穷多个周期，一般我们把其中最小正周期称为周期。
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(乙) 典型例题

一、定义域与值域

例1  设
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例2   求
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解：
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反函数
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二、求复合函数有关表达式

例1   设
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解：
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根据数学归纳法可知，对正整数
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例2  已知
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三、有关四种性质

例1  设
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例3  设
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思考题：两个周期函数之和是否为周期函数
例1．
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四、函数方程
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例2  设
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解：令
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思考题
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§1.2  极限

(甲) 内容要点

一、极限的概念与基本性质

1．极限的概念

(1) 数列的极限
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2．极限的基本性质
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二、无穷小量
1．无穷小量定义：若
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，则称
[image: image177.wmf])

(

x

f

为无穷小（注：无穷小与
[image: image178.wmf]x

的变化过程有关，
[image: image179.wmf]0

1

lim

=

¥

®

x

x

，当
[image: image180.wmf]¥

®

x

时
[image: image181.wmf]x

1

为无穷小，而
[image: image182.wmf]0

x

x

®

或其它时，
[image: image183.wmf]x

1

不是无穷小）

2．无穷大量定义：任给M>0，当
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3．无穷小量与无穷大量的关系：在
[image: image188.wmf]x

的同一个变化过程中，

若
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4．无穷小量与极限的关系：
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5．两个无穷小量的比较

设
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6．常见的等价无穷小量

当
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7．无穷小量的重要性质

有界变量乘无穷小量仍是无穷小量。

三、求极限的方法

1．利用极限的四则运算和幂指数运算法则

2．两个准则

准则1：单调有界数列极限一定存在
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准则2：夹逼定理

设
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3．两个重要公式
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4．用无穷小量重要性质和等价无穷小量代换

5．用泰勒公式（比用等价无穷小量更深刻）

当
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6．洛必达法则
第一层次，直接用洛必达法则
法则1：（
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法则2：（
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第二层次，间接用洛必达法则
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第三层次：间接再间接用洛必达法则
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7．利用导数定义求极限

基本公式：
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8．利用定积分定义求极限

基本公式
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9．其它综合方法

10．求极限的反问题有关方法
例：已知
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（乙） 典型例题

一、有关无穷小量

例1．
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二、通过各种基本技巧化简后直接求出极限
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例2  设
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特例  （1）求
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解：例2中取
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例3．求
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解：分子、分母用
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例4  设
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因此原式
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三、用两个重要公式

例1  求
[image: image315.wmf]n

n

x

x

x

2

cos

4

cos

2

cos

lim

L

¥

®


解：当
[image: image316.wmf]0

=

x

，原式=1

当
[image: image317.wmf]0

¹

x

时，原式
[image: image318.wmf]n

n

n

n

n

n

x

x

x

x

x

2

sin

2

2

cos

4

cos

2

cos

2

sin

2

lim

L

¥

®

=



[image: image319.wmf]n

n

n

n

n

n

x

x

x

x

x

2

sin

2

2

sin

2

cos

4

cos

2

cos

2

lim

1

1

1

-

-

-

¥

®

×

=

L

 = …

[image: image320.wmf]x

x

x

x

x

x

x

x

n

n

n

n

n

n

sin

2

sin

2

sin

lim

2

sin

2

sin

lim

=

×

=

=

¥

®

¥

®


例2  求
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解二：
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例3  
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四、用夹逼定理求极限

例1．求
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解：令
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由夹逼定理可知：
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由夹逼定理可知
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例3  求
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于是，
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由夹逼定理可知，
[image: image344.wmf]ò

=

+¥

®

x

x

dt

t

x

0

2

sin

1

lim

p


五、用定积分定义求数列的极限

例1．求
[image: image345.wmf]å

=

¥

®

+

n

k

n

k

n

n

1

2

2

lim









分析：如果还想用夹逼定理中的方法来考虑
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由此可见，无法再用夹逼定理，因此我们改用定积分定义来考虑

解：
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例2  求
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由夹逼定理可知，
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六、用洛必达法则求极限
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∴ 原式
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解：若直接用
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例3  设函数
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例1  求
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解：原式=
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例2  设
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例2  设
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因此，
[image: image422.wmf]ab

b

a

x

x

x

x

=

+

+¥

®

)

2

(

lim

1

1


于是，
[image: image423.wmf]ab

b

a

n

n

n

n

=

+

¥

®

)

2

(

lim


七、求分段函数的极限

例  求
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解：
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八、用导数定义求极限

例1  设
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解：原式=
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例2  设曲线
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九、递推数列的极限

例1  设
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（几何平均值≤算术平均值）

用数学归纳法可知
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思考题  设
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十、求极限的反问题

例1  设
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例2  设
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+

内可导，
[image: image474.wmf]0
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x

f

，
[image: image475.wmf]1
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x

，且满足
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解：
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因此，
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，由
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，可知
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§1.3  连续

(甲) 内容要点

一、函数连续的概念

1．函数在一点连续的概念

定义1  若
[image: image487.wmf])

(

)

(

lim

0

0

x

f

x

f

x

x

=

®

，则称
[image: image488.wmf])

(

x

f

在点
[image: image489.wmf]0

x

处连续。

定义2  设函数
[image: image490.wmf])

(

x

f

y

=

，如果
[image: image491.wmf]0

0

lim()()

xx

fxfx

-

®

=

，则称函数
[image: image492.wmf])

(

x

f

在点
[image: image493.wmf]0

x

处左连续；如果
[image: image494.wmf])

(

)

(

lim

0

0

x

f

x

f

x

x
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+

®

，则称函数
[image: image495.wmf])

(

x

f

在点
[image: image496.wmf]0

x

处右连续。

如果函数
[image: image497.wmf]()

yfx

=

在点
[image: image498.wmf]0

x

处连续，则
[image: image499.wmf]()

fx

在
[image: image500.wmf]0

x

处既是左连续，又是右连续。

2．函数在区间内（上）连续的定义

如果函数
[image: image501.wmf])

(

x

f

y

=

在开区间（
[image: image502.wmf]b

a

,

）内的每一点都连续，则称
[image: image503.wmf])

(

x

f

在
[image: image504.wmf])

,

(

b

a

内连续。

如果
[image: image505.wmf])

(

x

f

y

=

在开区间内连续，在区间端点
[image: image506.wmf]a

右连续，在区间端点
[image: image507.wmf]b

左连续，则称
[image: image508.wmf])

(

x

f

在闭区间[
[image: image509.wmf]b

a

,

]上连续。

二、函数的间断点及其分类

1．函数的间断点的定义

如果函数
[image: image510.wmf])

(

x

f

y

=

在点
[image: image511.wmf]0

x

处不连续，则称
[image: image512.wmf]0

x

为
[image: image513.wmf])

(

x

f

的间断点。

2．函数的间断点分为两类：

（1）第一类间断点

设
[image: image514.wmf]0

x

是函数
[image: image515.wmf])

(

x

f

y

=

的间断点，如果
[image: image516.wmf])

(

x

f

在间断点
[image: image517.wmf]0

x

处的左、右极限都存在，则称
[image: image518.wmf]0

x

是
[image: image519.wmf])

(

x

f

的第一类间断点。

第一类间断点包括可去间断点和跳跃间断点。

（2）第二类间断点

第一类间断点以外的其他间断点统称为第二类间断点。

常见的第二类间断点有无穷间断点和振荡间断点。

例如：
[image: image520.wmf]0

=

x

是
[image: image521.wmf]x

x

x

f

sin

)

(

=

的可去间断点，是
[image: image522.wmf]x

x

x

f

|

|

)

(

=

的跳跃间断点，是
[image: image523.wmf]x

x

f

1

)

(

=

的无穷间断点，是
[image: image524.wmf]x

x

f

1

sin

)

(

=

的振荡间断点。

三、初等函数的连续性

1．在区间I连续的函数的和、差、积及商（分母不为零），在区间I仍是连续的。

2．由连续函数经有限次复合而成的复合函数在定义区间内仍是连续函数。

3．在区间I连续且单调的函数的反函数，在对应区间仍连续且单调。

4．基本初等函数在它的定义域内是连续的。

5．初等函数在它的定义区间内是连续的。

四、闭区间上连续函数的性质

在闭区间[a ,b]上连续的函数
[image: image525.wmf])

(

x

f

，有以下几个基本性质，这些性质以后都要用到。

定理1  （有界定理）如果函数f(x)在闭区间[a, b]上连续，则f(x)必在[a, b]上有界。

定理2  （最大值和最小值定理）如果函数f(x)在闭区间[a, b]上连续，则在这个区间上一定存在最大值M和最小值m.

其中最大值M和最小值m的定义如下：

定义  设
[image: image526.wmf]M

x

f

=

)

(

0

是区间
[image: image527.wmf]]

,

[

b

a

上某点
[image: image528.wmf]0

x

处的函数值，如果对于区间
[image: image529.wmf]]

,

[

b

a

上的任一点
[image: image530.wmf]x

，总有
[image: image531.wmf]M

x

f

£

)

(

，则称
[image: image532.wmf]M

为函数
[image: image533.wmf])

(

x

f

在
[image: image534.wmf]]

,

[

b

a

上的最大值。同样可以定义最小值
[image: image535.wmf]m

.

定理3  （介值定理）如果函数
[image: image536.wmf])

(

x

f

在闭区间
[image: image537.wmf]]

,

[

b

a

上连续，且其最大值和最小值分别为
[image: image538.wmf]M

和
[image: image539.wmf]m

，则对于介于
[image: image540.wmf]m

和
[image: image541.wmf]M

之间的任何实数
[image: image542.wmf]c

，在
[image: image543.wmf]]

,

[

b

a

上至少存在一个
[image: image544.wmf]x

，使得


[image: image545.wmf]c

f

=
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x


推论：如果函数
[image: image546.wmf])

(

x

f

在闭区间
[image: image547.wmf]]

,

[

b

a

上连续，且
[image: image548.wmf])

(

a

f

与
[image: image549.wmf])

(

b

f

异号，则在
[image: image550.wmf])

,

(

b

a

内至少存在一个点
[image: image551.wmf]x

，使得


[image: image552.wmf]0
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这个推论也称零点定理。

思考题：什么情况下能保证推论中的
[image: image553.wmf]x

是唯一的？

（乙）典型例题

一、讨论函数的连续性

由于初等函数在它的定义区间内总是连续的，所以，函数的连续性讨论多是指分段函数在分段点处的连续性。对于分段函数在分段点处的连续性，若函数在分段点两侧表达式不同时，需根据函数在一点连续的充要条件进行讨论。

例1  讨论函数
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在点
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处的连续性。

解  因  
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[image: image558.wmf]0
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，即有
[image: image559.wmf])
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，故
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在点
[image: image561.wmf]0
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连续。

二、间断点问题

例1  设
[image: image562.wmf])
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，
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在
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内有定义，
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为连续，且
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有间断点，则下列函数中必有间断点的为（  ）

（A）
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（B）
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（C）
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（D）
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例2  求
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的间断点，并判别其类型。

解：当
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当
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当
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它是分段函数，

分段点为
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。所以
[image: image586.wmf]1
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皆是第一类间断点，（跳跃间断点）

例3  求
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的间断点，并判别其类型。

解：
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于是
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整数）是间断点，
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是可去间断点。
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是第二类间断点。

三、用介值定理讨论方程的根

例1  证明五次代数方程
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证  由于函数
[image: image597.wmf]1

5

)

(

5

-

-

=

x

x

x

f

是初等函数，因而它在闭区间
[image: image598.wmf]]

2

,

1

[

上连续，而


[image: image599.wmf]0

5

1

1

5

1

)

1

(

5

<

-

=

-

´

-

=

f



[image: image600.wmf]0
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由于
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就是说，五次代数方程
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例2  设
[image: image606.wmf])

(

x

f

在
[image: image607.wmf]]

,

[

b

a

上连续，且
[image: image608.wmf]a

a

f

<

)

(

，
[image: image609.wmf]b

b

f

>

)

(

,

证明  
[image: image610.wmf]x

x

f

=

)

(

在
[image: image611.wmf])

,

(

b

a

内至少有一个根。

证   令
[image: image612.wmf]x

x

f

x

g

-

=

)

(

)

(

，可知
[image: image613.wmf])

(

x

g

在[
[image: image614.wmf]b

a

,

]上连续。


[image: image615.wmf]0

)

(

)

(

<

-

=

a

a

f

a

g



[image: image616.wmf]0

)

(

)

(

>

-

=

b

b

f

b

g


由介值定理的推论，可知
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例3  设
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（ⅰ）如果
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（ⅱ）如果
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      则不可能同号，否则相加后不为0，矛盾。


  所以其中一定有异号，不妨假设
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根据介值定理推论存在
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