第七章  多元函数积分学

§7.1  二重积分

(甲) 内容要点

一、在直角坐标系中化二重积分为累次积分以及交换积分顺序问题
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模型I：设有界闭区域 
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其中
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模型II：设有界闭区域   
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其中
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关于二重积分的计算主要根据模型I或模型II，把二重积分化为累次积分从而进行计算，对于比较复杂的区域D如果既不符合模型I中关于D的要求，又不符合模型II中关于D的要求，那么就需要把D分解成一些小区域，使得每一个小区域能够符合模型I或模型II中关于区域的要求，利用二重积分性质，把大区域上二重积分等于这些小区域上二重积分之和，而每个小区域上的二重积分则可以化为累次积分进行计算。


在直角坐标系中两种不同顺序的累次积分的互相转化是一种很重要的手段，具体做法是先把给定的累次积分反过来化为二重积分，求出它的积分区域D，然后根据D再把二重积分化为另外一种顺序的累次积分。

二、在极坐标系中化二重积分为累次积分
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在极坐标系中一般只考虑一种顺序的累次积分，也即先固定
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对
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进行积分，然后再对
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进行积分，由于区域D的不同类型，也有几种常用的模型。


模型I  设有界闭区域
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模型II  设有界闭区域
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（乙） 典型例题

一、二重积分的计算
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例1  计算
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那么先对
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求原函数就不行，故考虑另一种顺序的累次积分。
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这时先对x积分，
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原式=
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例2  计算 
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解：原式=
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例3  求  
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解一： 
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解二： 由积分区域对称性和被积函数的奇偶性可知
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二、交换积分的顺序


例1  交换
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解  原式=
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其中D由
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因此按另一顺序把二重积分化为累次积分对三块小区域得


原式
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例2  设
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证明：交换积分次序
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令  
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三、二重积分在几何上的应用


1、求空间物体的体积


例1  求两个底半径为R的正交圆柱面所围立体的体积


解  设两正交圆柱面的方程为
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，它们所围立体在第一卦限中的那部分体积
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其中D为 
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因此  
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而整个立体体积由对称性可知
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例2  求球面
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解  
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其中D为xy平面上
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2、求曲面的面积（数学一）

§7.2  三重积分
(甲) 内容要点

一、三重积分的计算方法


1、直角坐标系中三重积分化为累次积分


（1）设
[image: image68.wmf]W

是空间的有界闭区域
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其中D是xy平面上的有界闭区域，
[image: image70.wmf])

,

(

),

,

(

2

1

y

x

z

y

x

z

在D上连续函数
[image: image71.wmf]W

在

)

,

,

(

z

y

x

f

上连续，则



 
[image: image72.wmf]òòò

ò

òò

W

=

dz

z

y

x

f

dxdy

dv

z

y

x

f

y

x

z

y

x

z

D

)

,

,

(

)

,

,

(

)

,

(

)

,

(

2

1



（2）设
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其中D(z)为竖坐标为z的平面上的有界闭区域，则
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2、柱坐标系中三重积分的计算
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[image: image75.wmf]òòò

òòò

W

W

=

dz

rdrd

z

r

r

f

dxdydz

z

y

x

f

q

q

q

)

,

sin

,

cos

(

)

,

,

(



相当于把(x,y)化为极坐标（
[image: image76.wmf]q

,

r

）而z保持不变


3、球坐标系中三重积分的计算
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（乙） 典型例题

一、有关三重积分的计算


例1  计算
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解  
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例2  计算
[image: image84.wmf]222

222

()

xyz

dxdydz

abc

W

++

òòò

,其中
[image: image85.wmf]W

由曲面
[image: image86.wmf]222

222

1

xyz

abc

++=

所围的区域


解  令 
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则  
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例3  计算 
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 EMBED Equation.3  [image: image90.wmf]z
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解  用球坐标
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例4  计算
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解  
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二、在物理上的应用


例1  求 椭圆锥面
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解  设重心坐标（
[image: image96.wmf]z
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）物体所占空间区域为
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由对称性可知
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由锥体体积公式可知
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令 
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而  
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因此，重心坐标
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例2  设有一半径为R的球体，
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解一：设球面方程为
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 EMBED Equation.3  [image: image108.wmf]o

P

为 (R, 0,0)，球体
[image: image109.wmf]W

的重心坐标为（
[image: image110.wmf]z

y

x

,

,

）

[image: image379.png]



由对称性可知
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由区域的对称性和函数的奇偶性，则有
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于是 
[image: image115.wmf](

)

2222222

[()]

xRyzdvxyzdvRdv

WWW

-++=+++

òòòòòòòòò




 
[image: image116.wmf]5

3

2

0

4

0

2

0

15

32

3

4

sin

R

R

R

d

d

d

R

p

p

r

q

r

q

j

p

p

=

×

+

=

ò

ò

ò



[image: image117.wmf]dv

x

R

dv

z

y

R

x

x

òòò

òòò

W

W

-

=

+

+

-

2

2

2

2

2

]

)

[(



[image: image118.wmf]6

2

2

2

15

8

)

(

3

2

R

dv

z

y

x

R

p

-

=

+

+

-

=

òòò

W



因此 
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解二： 设球面坐标
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于是 
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§7.3  曲线积分（数学一）

(甲) 内容要点

一、第一类 曲线积分（对弧长的曲线积分）

参数计算公式


我们只讨论空间情形（平面情形类似）


设空间曲线L的参数方程 
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则  
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（假设
[image: image130.wmf](
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）这样把曲线积分化为定积分来进行计算

2、 第二类 曲线积分（对坐标的曲线积分）

参数计算公式

我们只讨论空间情形（平面情形类似）

设空间有向曲线L 的参数方程
[image: image131.wmf]对应参数为

起点

A

t

z

z

t

y

y

t

x

x

),

(

),

(

),

(

=

=

=



[image: image132.wmf]»

[

]

{

[

]

[

]

}

,(:)(,,),(,,

),(,,),(),(),(),

(,,)(,,)(,,)

(),(),()()(),(),()()(),(),()()

LAB

BPxyzQxy

zRxyzxtytzt

PxyzdxQxyzdyRxyzdz

PxtytztxtQxtytztytRxtytztztdt

b

a

ababab

=

<

¢¢¢

++

¢¢¢

=++

ò

ò

终

点

对

应

参

数

为

注

意

现

在

和

的

大

小

不

一

定

如

果

皆

连

续

又

也

都

连

续

则


这样把曲线积分化为定积分来计算。值得注意：如果曲线积分的定向相反，则第二类曲线积分的值差一个负号，而第一类曲线积分的值与定向无关，故曲线不考虑定向。

三、两类曲线积分之间的关系

空间情形：设L=
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在L上连续，则
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四、格林公式

关于平面区域上的二重积分和它的边界曲线上的曲线积分之间的关系有一个十分重要的定理，它的结论就是格林公式。

定理1、（单连通区域情形）

设
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五、平面上曲线积分与路径无关的几个等价条件

设P
[image: image139.wmf])

,

(

y

x

，Q
[image: image140.wmf])

,

(

y

x

在单连通区域D内有一阶连续偏导数，则下面几个条件彼此等价

1．任意曲线L=AB 在D内 
[image: image141.wmf]ò

+

L

dx

y

x

Q

dx

y

x

P

)

,

(

)

,

,

(

与路径无关

2．D内任意逐段光滑闭曲线C，都有
[image: image142.wmf]ò

=

+

C

dy

y

x

Q

dx

y

x

p

0

)

,

(

)

,

(


3．
[image: image143.wmf](

)

(

)

(

)

y

x

du

dy

y

x

Q

dx

y

x

p

,

,

,

=

+

成立

4．D内处处有
[image: image144.wmf]y

P

x

Q

¶

¶

=

¶

¶


（乙） 典型例题
一、用参数公式直接计算

例 计算曲线积分 
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解：曲线L是圆柱面
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二、用格林公式等性质来计算曲线积分

例1、求
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解一：用格林公式，但L不是封闭曲线，故补上一段
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这里D为由L和
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于是 
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解二：我们把所给曲线积分拆成两项
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又看出 
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因此   
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于是 
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因此，
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例2、计算曲线积分
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解 令
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因此,不能在L 的内部区域用格林公式

设法用曲线C在L 的内部又包含原点在C的内部,这样在C与L围成的二连通区域内可以用格林公式
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今取曲线C:
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根据格林公式
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于是 
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用C的参数公式代入后，得
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[注：这里取C为上述椭圆周，最后计算最简单，如果取C为
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例3、设函数
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的值恒为同一常数。
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证明：对右半平面x>0内的任意分段光滑简单闭曲线C，有
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求函数
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证 如图，设C是半平面x>0内的任一分段光滑简单闭曲线，在C上任意取定两点M,N，作围绕原点的闭曲线
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根据题设可知
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根据第二类曲线积分得性质，利用上式可得
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三、应用

例  在变力
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用拉格朗日乘子法求条件极值。构造函数
[image: image239.wmf](

)

222

222

,,,1

G

abc

xhz

xhzlxhzl

æö

=+---

ç÷

èø



[image: image240.wmf]2

2

0

G

a

x

l

hzx

¢

=-=

          （1）


[image: image241.wmf]2

2

0

G

b

h

l

xzh

¢

=-=

          （2）


[image: image242.wmf]2

2

0

G

c

z

l

xhz

¢

=-=

          （3）


[image: image243.wmf]222

222

10

G

abc

l

xhz

¢

=---=

     （4）


[image: image244.wmf](

)

(

)

(

)

123

xhz

´+´+´

得 
[image: image245.wmf](

)

3210

xhzl

+-=

     （5）

由
[image: image246.wmf](

)

1

得 
[image: image247.wmf]2

2

a

l

hzx

=

代入（5）得 
[image: image248.wmf]2

2

3

a

x

=

，则 
[image: image249.wmf]3

3

a

x

=

，

同理得 
[image: image250.wmf]33

,

33

bc

hz

==

，


[image: image251.wmf]3

max

33

39

Wabcabc

æö

==

ç÷

ç÷

èø


故原点到
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§7.4   曲面积分

（甲） 内容要点

一、第一类曲面积分（对面积的曲面积分）

基本计算公式

设曲面S的方程 
[image: image254.wmf](

)

(

)

,,,

zzxyxyD

=Î



[image: image255.wmf](

)

,

zxy

在D上有连续偏导数，
[image: image256.wmf](

)

,,

fxyz

在S上连续，则
[image: image257.wmf](

)

(

)

2

2

,,,,,1

SD

zz

fxyzdsfxyzxydxdy

xy

æö

¶¶

æö

=++

éù

ç÷

ç÷

ëû

¶¶

èø

èø

òòòò


这样把第一类曲面积分化为二重积分进行计算

二、第二类曲面积分（对坐标的曲面积分）
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基本计算公式

如果曲面S的方程 
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若曲面S指定一侧的法向量与Z轴正向成锐角取正号，成钝角取负号，这样把这部分曲面积分化为xy平面上的二重积分，其它两部分类似地处理。

三、两类曲面积分之间的关系
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四、高斯公式

定理 设
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五、斯托克斯公式

定理：设L是逐段光滑有向闭曲线，S是以L为边界的分块光滑有向曲面，L的正向与S的侧（取法向量的指向）符合右手法则，函数
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也可用第一类曲面积分
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六、梯度、散度和旋度

1、梯度  设
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称为u的梯度 ，令
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2、散度  设
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称为
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的散度

高斯公式可写成
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3、旋度
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称为
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斯托克斯公式可写成   
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（乙） 典型例题

一、用基本公式直接计算曲面积分

例1、设S为椭球面
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由S的方程
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这样 
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区域D:
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二 用高斯公式计算曲面积分

例1
计算
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解：令曲面
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于是
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设其内部区域为
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例2 计算
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其中S是不通过点（1，1，1）的球面
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（1） 当S的内部不包含点（1，1，1）时，根据高斯公式可知I = 0

（2） 当S的内部包含点（1，1，1）时，作曲面
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选a充分大，使
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根据高斯公式（二连通区域）
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例3 设对x > 0内任意光滑有向闭曲面S都有
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由于S的任意性，可知
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即微分方程：
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得出通解
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得
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三、用斯托克斯公式
例1
设
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解：根据斯托克斯公式
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取L的参数方程
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例2 计算
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[image: image349.wmf]与柱面
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的交线，从z轴正向看去，L为逆时针方向。

解：记S为平面
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四、曲面积分的应用

例
设有一高度为h(t) (t为时间)的雪堆在融化过程中，其侧面满足方程
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（设长度单位为厘米，时间单位为小时），已知体积减少的速率与侧面积成正比（比例系数0.9），问高度为130(厘米)的雪堆全部融化需多少时间？

解：记V为雪堆体积，S为雪堆的侧面积，则
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由题意知
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因此高度为130厘米的雪堆全部融化所需时间为100小时。

五、梯度、散度和旋度

例1
设
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求出微分方程的通解
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例2 设
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解：（1）
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（2）
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  于是
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