
~常微分方程~        

可分离变量方程 
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~常微分方程~        

可分离变量方程 
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齐次方程 

 2 2 0 .xy y x y x    例 求解1.
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齐次方程 
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换元法 
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换元法 
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换元法 

 ln ln .xy y y x y求例. 解    

ln ,xy y y xy解：   

  lnxy y xy 

= ,xy u设 ln ,
u

u u
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du dx
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ln ln lnu x C  

ln ln ln .xy x C为方程通解  
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一阶线性微分方程 
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一阶线性微分方程 
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求例 方程. 的通解2
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~常微分方程~        

一阶线性微分方程 
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一个有进出两个水嘴的圆柱形大桶有含物质A的

浓度为50 的水溶液b升，现同时打开进出两水嘴，

让进水嘴流入大桶中含物质A浓度为10 的水溶液，

此时进出两水嘴流速均为a升/分，问多长时间大桶

浓度为20

例.

0 ,t t t y用 表示时间， 时起始，时间时桶解 内浓度为： 

,t t y给 一个增量 ，相应地得 的一个增量
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一阶线性微分方程 
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     一阶线性非齐次微分方程
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度为10 的水溶液，此

时进出两水嘴流速均为

a升/分，问多长时间大

桶浓度为20

例.
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伯努利方程 
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全微分方程 
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例1 求方程 的通解.
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全微分方程 

 2 0ln .y dx xy y dy  例2.求方程 的通解

2
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可降阶的微分方程 

2
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xy y x e  求方程例 的通解.

,y u 解 令： 方程化为
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可降阶的微分方程 
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y a
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一艘走私船在原点处，沿 轴以匀速 行驶，又有

一缉私船在(-4,0)点处同时以匀速2 追赶走私船，其

方向始终指向走私船 求缉私船运行的轨迹方程；

问经过多长时间缉私船能追上

例

走私船

.

0t设 时两船在初解： 始位置，

x O x

y

4

at

 0,t at经过时间，走私船走到

   0, ,x y x缉私船到 点   ,x y则 点处切线方程

 Y y y X x  

 0,at方程过 点

at y xy   1
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4
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at y dx
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可降阶的微分方程 
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y a
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一艘走私船在原点处，沿 轴以匀速 行驶，又有

一缉私船在(-4,0)点处同时以匀速2 追赶走私船，其

方向始终指向走私船 求缉私船运行的轨迹方程；

问经过多长时间缉私船能追上

例

走私船

.
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22 1xy y求导，-   

4 4
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可降阶的微分方程 

1
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y a
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一艘走私船在原点处，沿 轴以匀速 行驶，又有

一缉私船在(-4,0)点处同时以匀速2 追赶走私船，其

方向始终指向走私船 求缉私船运行的轨迹方程；

问经过多长时间缉私船能追上

例

走私船

.
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可降阶的微分方程 

( , )

.

P x y PQ

Q P x

x

在上半平面求一条凹的曲线，要求曲线上任一点

处曲率与该点处法线段 的长度的倒数相等，

（ 是 点法线与 轴交点），且在曲线（1,1）点处切

线与

例

轴平行

.

 
1

P Y y X x
y

解 点处法线： ，   


QO x

y

P

 0, ,x Q x yy与 轴交点 

2 2 2
PQ y y y  21y y 
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可降阶的微分方程 
2
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y y
转化为求方程 的特解
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1 ,u C y   1 1 0, ,x y u  由 时，

1
1C 

2 1u y y    
2

d
d

1

y
x

y
  



2

d
d

1

y
x

y
  


 

2

2
1ln y y x C     

2

3
1 ,

x
y y C e

    1 1,x y 由 时， 1
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  故方程的解



~常微分方程~        

线性微分方程解的结构 

 

1 2 3

1 2

, ,

( ) ( ) ( ) ,

.

y y y

y p x y q x y f x c c

设线性无关的函数 都是二阶非齐次

线性方程 的解，

是任意常数，则该非齐次方程

例.

的通解是

   

1 1 2 2 3
. ;A c y c y y   1 1 2 2 1 2 3

. ;B c y c y c c y  

 1 1 2 2 1 2 3
1. ;C c y c y c c y     1 1 2 2 1 2 3

1. ;D c y c y c c y   

=非齐次方程-非齐次方程分析： 齐次方程

1 3
y y是齐次方程， 2 3

y y是齐次方程

+ =齐次方程 非齐次方程 非齐次方程

   1 1 3 2 2 3 3
;y c y y c y y y    
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线性微分方程解的结构 

2 2

1 2 3
, ,

.

x x x x x x x
y xe e y xe e y xe e e已知

为某二阶线性常系数非齐次方程特解，求 方

.

此 程

例        

3 1

x
y y e 是齐次方程解： 的特解, 

   3 2 3 1
2y y y y   2x

e 也是齐次方程的特解,

( )y ay by f x设该二阶方程为    

  2 1 0 特征方程为   
2 2 0    

2 ( )y y y f x故方程为    

 3 1 2

x
y y y xe 也是非齐次方程的特解,  

  = ,
x x x

xe e xe


    1=
x x

xe x e
     2=

x
x e

2( )
x x

f x e xe  

2 2x x
y y y e xe故方程为     
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常系数齐次线性微分方程 

3 2 0 .y y y   例1.求方程 的通解

2 3 2 0+ =  ： 征方程解 特

1 2
1 2,    特征根为

2

1 2

x x
y C e C e

  故通解为

2 0 .y y y   求2 方例 程 的通解.

2 2 1 0+ =  ： 征方程解 特

1 2
1   特征根为

1 2

x x
y C e C xe

  故通解为
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常系数齐次线性微分方程 

0 .y y  求例 方程. 的通解3

2 1 0+ =解 特征方程：

1 2
,i i   特征根为

1 2
cos siny C x C x 故通解为

4 2 0( )
.y y y   例4.求方程 的通解

4 3 22 0+ =  特征方解 程：

1 2
0,  特征根为

   1 2 1 2

1 2 3 4

x x
y C C x C e C e

   
   故通解为

 2 2 2 1 0+ =   

3 4
1 2 1 2,      
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常系数齐次线性微分方程 

 

0

+

( )

, lim ( ) .
x

y y x y by cy

b c y x

设 是微分方程 的例 解，

其中 为正常 ，则

.

数
 

    

0 0. ( ), ( ) , ;A y y b c与解的初值 有关，与 无关

0 0. ( ), ( ) , ;B y y b c与解的初值 及 都无关

0 0. ( ), ( ) ;C y y c b与解的初值 及 无关，只与 有关

0 0. ( ), ( ) .D y y b c与解的初值 及 无关，只与 有关

1)若特征方程有两分析： 不同实根

2 4

2
=

b b c


  

2 24 4

2 2
1 2

( )=
b b c b b c

x x

y x C e C e
     



0lim ( )=
x

y x
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常系数齐次线性微分方程 

 

0

+

( )

, lim ( ) .
x

y y x y by cy

b c y x

设 是微分方程 的例 解，

其中 为正常 ，则

.

数
 

    

0 0. ( ), ( ) , ;A y y b c与解的初值 有关，与 无关

0 0. ( ), ( ) , ;B y y b c与解的初值 及 都无关

0 0. ( ), ( ) ;C y y c b与解的初值 及 无关，只与 有关

0 0. ( ), ( ) .D y y b c与解的初值 及 无关，只与 有关

2)若特征方程有两分析： 相同实根

2 4

2
=

b b c


  

2 2
1 2

( )=
b b

x x

y x C e C xe
 



2lim
b

x

x
xe






2
=

b


2

lim
b

x x

x

e


 0 0lim ( ) .
x

y x
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常系数齐次线性微分方程 

 

0

+

( )

, lim ( ) .
x

y y x y by cy

b c y x

设 是微分方程 的例 解，

其中 为正常 ，则

.

数
 

    

0 0. ( ), ( ) , ;A y y b c与解的初值 有关，与 无关

0 0. ( ), ( ) , ;B y y b c与解的初值 及 都无关

0 0. ( ), ( ) ;C y y c b与解的初值 及 无关，只与 有关

0 0. ( ), ( ) .D y y b c与解的初值 及 无关，只与 有关

3)若特征方程分析： 有两复根

2 4

2
=

b b c


  

2 2

2 2
1 2

4 4

2 2
( )= cos sin

b b
x xc b c b

y x C e x C e x
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2
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b i c b  

0lim ( ) .
x

y x
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常系数非齐次线性微分方程 

  45 6 1 .
x

y y y x e    求方程例 . 的特解1

2 5 6 0=  解 特征方程： ， 1 2
2 3,  特征根为

  4* x
y ax b e 故设特解为

22 3 .
x

y y x e    求方程例 . 的特解2

2 0+ = 程解 特征方： ， 1 2
0 1   特征根为 ，

 *
y x ax b 故设特解为

4由于 不是方程特征根，

由于0是方程1重特征根，2不是方程特征根.

2x
ce
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常系数非齐次线性微分方程 

sin .y y x  求方例 . 程 的通解3

2 1 0= , 解 特征方程： 1 2
1 1,   特征根为

1 2

x x
y C e C e

 故齐次方程通解为

i i   又 不是方程特征根，

*
= cos siny a x b x故设特解

1 2

1

2
sin

x x
y C e C e x

  故通解为

*
= sin cosy a x b x  

*
= cos siny a x b x  

cos sin cos sin sina x b x a x b x x    代入，得

1
0

2
,a b   
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欧拉方程 

2 1
4 2 .x y xy y

x
   求方例 程 的通解.

= ,
t

x e换解 做变： 原方程化为

 1 4 2 = ,
t

D D D y e
    

2 3 2 = ,
t

D D y e
    

2 3 2 0= ,  特征方程为 1 2
1 2=   特征根 ，

*
= ,

t
y ate

设特解
*

= ,
t t

y ae ate
  

*
= ,

t t t
y ae ae ate

      ,代入方程

 3 2+ + =
t t t t t t t

ae ae ate ae ate ate e
         

1,a  * t
y te

故特解

2

1 2

t t t
y C e C e te

    通解 1 2

2

lnC C x

x x x
  

   1 1

( )n n
x y

D D D n y

律：规

   


