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定义 1 一个一阶微分方程写成

P.x; y/dx CQ.x; y/dy D 0 (1)

形式后，如果存在某个函数 u D u.x; y/使得：

du.x; y/ D P.x; y/dx CQ.x; y/dy ;

那么方程 (1)就叫做全微分方程.
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�P dx C �Qdy D 0

为全微分方程，则称 �为方程 (2)的积分因子。
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设E是一个实系数算子多项式或者它的逆算子，u.x/、v.x/

是实函数，分别用 Re z、Im z 表示复数 z 的实部和虚

部，则
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�
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有
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y D

1

Dk

� 1

g.D/
y
�
D

1

g.D/

� 1
Dk
y
�
:

而逆算子
1

g.D/
可用形式幂级数来计算。
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设 f .D/ 是常数项不为零的算子多项式，则
1

f .D/
可以（唯一地）展开为形式幂级数

1

f .D/
D b0C b1D C b2D

2
C � � � C bnD

n
C � � � :

设 Pm.x/是 m次多项式，则
1

f .D/
Pm.x/ D .b0C b1D C � � � C bmD

m/Pm.x/ :

性质 设 �为一复常数，v.x/是复值函数。则有公

式
1

f .D/

�
e�xv.x/

�
D e�x

1

f .D C �/
v.x/ :
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例 6 求下列微分方程的通解：

① y 00 � 3y 0C 2y D x2C x C 1；

② y 00C 2y 0 D 3x2C 1.

解 ① y D C1ex C C2e2x C 1
2
x2C 2x C 3.

② y D C1e2x C 1
2
x3 � 3

4
x2C 5

4
x C C2.

例 7 求微分方程 y 00 � 2y 0 C 2y D x2ex cos x 的通
解。

解 原方程的通解为：

y D ex
��

1
4
x2C C1/ cos x C

�
1
6
x3 � 1

4
x C C2

�
sin x

�
:
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例 8 求微分方程 y 00 � 4y 0C 4y D
xe2x

1C x2
的通解。

解 原方程的通解为 y D e2x.x
2

ln.1Cx2/Carctan xC
C1x C C2

�
.
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定义 形如

xny.n/C p1x
n�1y.n�1/C � � � C pn�1xy

0
C pny D f .x/

的线性方程称为欧拉方程，其中 p1; p2; : : : ; pn 都是常

数。

解法：做代换 x D et，记Dt D D D
d
dt
，则有

xky.k/ D Dt.Dt � 1/ � � � .Dt � k C 1/y; k D 1; 2; : : : ; n:

于是欧拉方程可化为常系数线性微分方程。
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的通解。

解 原方程的通解为：

y D C1 cos ln x C C2 sin ln x C C3x C
1

5
x2 �

1

2
x ln x � 2 :
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② 若未能猜出齐次方程 (4) 的解，可考虑令 y D

uv，代入非齐次方程 (3)得：

vu00C
�
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�
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.4x2 � 2x � 1/e2x 的通解。

解 此方程的通解为：y D C1.2xC1/CC2exC .x�
1/e2x.

例 11 求微分方程 y 00C
2

x
y 0C y D 2x � 1的通解。

解 此方程的通解为：y D
C1 cos x C C2 sin x � 4

x
C

2x � 1.



二阶非齐次线性方程的通解公式：

设 p.x/、q.x/、f .x/均为连续函数。给定二阶非齐

次线性微分方程

y 00C p.x/y 0C q.x/y D f .x/ : (5)



二阶非齐次线性方程的通解公式：

设 p.x/、q.x/、f .x/均为连续函数。给定二阶非齐

次线性微分方程

y 00C p.x/y 0C q.x/y D f .x/ : (5)

若已知对应的齐次方程

y 00C p.x/y 0C q.x/y D 0 (6)

的两个线性无关的特解 y1.x/、y2.x/.



二阶非齐次线性方程的通解公式：

设 p.x/、q.x/、f .x/均为连续函数。给定二阶非齐

次线性微分方程

y 00C p.x/y 0C q.x/y D f .x/ : (5)

若已知对应的齐次方程

y 00C p.x/y 0C q.x/y D 0 (6)

的两个线性无关的特解 y1.x/、y2.x/. 则可令 y D

y1.x/u1.x/C y2.x/u2.x/.



二阶非齐次线性方程的通解公式：

设 p.x/、q.x/、f .x/均为连续函数。给定二阶非齐

次线性微分方程

y 00C p.x/y 0C q.x/y D f .x/ : (5)

若已知对应的齐次方程

y 00C p.x/y 0C q.x/y D 0 (6)

的两个线性无关的特解 y1.x/、y2.x/. 则可令 y D

y1.x/u1.x/C y2.x/u2.x/. 代入方程 (5)中，



二阶非齐次线性方程的通解公式：

设 p.x/、q.x/、f .x/均为连续函数。给定二阶非齐

次线性微分方程

y 00C p.x/y 0C q.x/y D f .x/ : (5)

若已知对应的齐次方程

y 00C p.x/y 0C q.x/y D 0 (6)

的两个线性无关的特解 y1.x/、y2.x/. 则可令 y D

y1.x/u1.x/C y2.x/u2.x/. 代入方程 (5)中，可令(
y1u

0

1C y2u
0

2 D 0;

y 01u
0

1C y
0

2u
0

2 D f .x/:
(7)
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ˇ̌̌̌
ˇy1 y2y 01 y

0

2

ˇ̌̌̌
ˇ D y1y 02 � y 01y2 ¤ 0:

则方程组 (7)的解为

u01 D �
y2f

W
; u02 D

y1f

W
:

于是非齐次线性方程 (5)的一个特解为

y� D �y1

∫

y2f

W
dx C y2

∫

y1f

W
dx :

非齐次线性方程 (5)的通解为

y D C1y1.x/C C2y2.x/C y
�.x/ :
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解 此方程的通解为：y D C1 cos x C C2 sin x C
x sin x C cos x lnjcos xj .

例 13 求微分方程 y 00�4y 0C4y D
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的通解。

解 原方程的通解为 y D e2x.x
2

ln.1Cx2/Carctan xC
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五、微分方程的幂级数解法

一阶微分方程的情形：

例 14 求方程
dy
dx
D y2 C x3 满足 yjxD0 D

1
2
的特

解。

解 此方程的解为 y D
1P
nD0

anx
n
，其中 a0 D

1
2
、a1 D

1
4
、a2 D

1
8
、a3 D

1
16
、a4 D

9
32
，且当 n > 4时，anC1 D

1

nC 1

nP
kD0

akan�k .



二阶微分方程的情形：

定理 设二阶齐次线性方程

y 00C P.x/y 0CQ.x/y D 0 :

其系数 P.x/ 与 Q.x/ 可在 .�R;R/ 内展开成 x 的幂级

数，则在 .�R;R/ 内此方程必有形如 y D
1P
nD0

anx
n 的

解。



例 15 求微分方程 y 00 D xy 在初始条件 yjxD0 D

0、y 0jxD0 D 1下的特解。



例 15 求微分方程 y 00 D xy 在初始条件 yjxD0 D

0、y 0jxD0 D 1下的特解。

解 此方程的解为 y D
1P
mD0

cmx
3mC1

，



例 15 求微分方程 y 00 D xy 在初始条件 yjxD0 D

0、y 0jxD0 D 1下的特解。

解 此方程的解为 y D
1P
mD0

cmx
3mC1

，其中 c0 D

1、c1 D
1

3 � 4
、c2 D

1

.3 � 4/.6 � 7/
、� � �、

cm D
1

.3 � 4/.6 � 7/ � � �
�
3m � .3mC 1/

�、� � � .



例 16 求解 Legendre方程

.1 � x2/y 00 � 2xy 0C n.nC 1/y D 0 ;

其中 n为常数。



例 16 求解 Legendre方程

.1 � x2/y 00 � 2xy 0C n.nC 1/y D 0 ;

其中 n为常数。

解 此方程的通解为

y D C1

�
1 �

n.nC 1/

2Š
x2C

.n � 2/n.nC 1/.nC 3/

4Š
x4 � � � �

�
CC2

�
x �

.n � 1/.nC 2/

3Š
x3C

.n � 3/.n � 1/.nC 2/.nC 4/

5Š
x5

� � � �

�
:
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