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Γ函数定义

♦定义 2.1. Γ函数

Γ函数 (Gamma function)的定义为

Γ(z) =
∫ +∞

0
tz−1e−tdt (Re z > 0)

上式的右边称为第二类欧拉 (Euler)积分

其它形式

Γ(z) = 2
∫ +∞

0
e−t2

t2z−1dt (Re z > 0)
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Γ函数定义

♦定义 2.2. Euler-Gauss公式

∀ z > 0 ,有
Γ(z) = lim

m→+∞

mzm!

z(z + 1) · · · (z + m)
(Re z > 0)
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Γ函数定义

♦定义 2.3. Bohr-Mollerup命题

如果定义在 (0,+∞)上的函数 f满足以下三个条件:

(1) f(x) > 0,且 f(1) = 1,

(2) f(x + 1) = xf(x),

(3) ln f(x)是 (0,+∞)内的下凹函数

则 f(x) ≡ Γ(x), x ∈ (0,+∞)

唐绍东 欧拉积分 2017-8-30 3 / 59



目录 Gamma Function Psi Functions beta Functions Beta Function 性质公式证明 椭圆积分 参考文献

Γ函数递推公式及相关公式

(1) 递推公式
Γ(z + 1) = zΓ(z) (z > 0)

(2) 余元公式: 对于 0 < z < 1有

Γ(z)Γ(1 − z) = π

sinπz
(3) Legendre加倍公式: 对于 z > 0有

Γ(2z) = 22z−1
√
π

Γ(z)Γ
(

z + 1
2

)
(4) 对于 z > 0有

Γ(1 − z) = −zΓ(−z)

(5) 对于 0 < z < 1
Γ(z)Γ(−z) = − π

z sinπz
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Γ函数递推公式及相关公式

(6)
Γ

(
1
2 + x

)
Γ

(
1
2 − x

)
= − π

cosπx
(7)

Γ(3z) = 33z− 1
2

2π Γ(z)Γ
(

z + 1
3

)
Γ
(

z + 2
3

)
(8)

Γ
(

n +
1
2

)
=

√
π

2n (2n − 1)!! =
√
π

22n
(2n)!

n!
(9)

Γ
(1

2 − n
)
= (−1)n 2n√π

(2n − 1)!!
(10) for α1 + α2 + · · ·+ αn = β1 + β2 + · · ·+ βn then

Γ(β1)· · · · ·Γ(βn)

Γ(α1)· · · · ·Γ(αn)
=
∏
k⩾0

(k + α1)· · · · ·(k + αn)

(k + β1)· · · · ·(k + βn)
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Γ函数递推公式及相关公式

(11)

ζ(s)Γ(s) =
∫ +∞

0

xs−1

ex − 1dx s > 1

(12)

Γ
(

1 +
1
n

)
cos
( π

2n

)
=

∫ +∞

0
cos(tn)dt n = 2, 3, · · ·

(13)

Γ
(

1 +
1
n

)
sin
( π

2n

)
=

∫ +∞

0
sin(tn)dt n = 2, 3, · · ·

(14)

Γ(z) cos
(1

2πz
)
=

∫ +∞

0
tz−1 cos(tn)dt 0 < Re z < 1

(15)

Γ(z) sin
(1

2πz
)
=

∫ +∞

0
tz−1 sin(tn)dt − 1 < Re z < 1
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特殊值

(1) 一般地,对于任何正整数 n有 Γ(n + 1) = n!

(2) Γ (1) = Γ (2) = 1

(3) Γ
( 1

2
)
=

√
π =

(
−1

2

)
!

(4) Γ
( 3

2
)
=

√
π

2 =

(
1
2

)
!

(5) Γ
(
n + 1

4
)
=

n∏
i=1

(4i − 3)

4n Γ

(
1
4

)
(n = 1, 2, 3, · · · )

(6) Γ
( 1

4
)
≈ 3.6256099082 · · ·

(7) Γ
(
n + 1

3
)
=

n∏
i=1

(3i − 2)

3n Γ

(
1
3

)
(n = 1, 2, 3, · · · )

(8) Γ
( 1

3
)
≈ 2.6789385347 · · ·
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特殊值

(9) Γ
(
n + 1

2
)
=

n∏
i=1

(2i − 1)

2n Γ

(
1
2

)
(n = 1, 2, 3, · · · )

(10 Γ
(
n + 2

3
)
=

n∏
i=1

(3i − 1)

3n Γ

(
2
3

)
(n = 1, 2, 3, · · · )

(11) Γ
( 2

3
)
≈ 1.3541179394 · · ·

(12) Γ
(
n + 3

4
)
=

n∏
i=1

(4i − 1)

4n Γ

(
3
4

)
(n = 1, 2, 3, · · · )

(13) Γ
( 3

4
)
≈ 1.2254167024 · · ·

(14)
n−1∏
k=1

Γ
( k

n

)
Γ
(

1 − k
n

)
=

(2π)n−1

n

(15) Γ
(
− 1

2
)
= −2

√
π

(16) Γ′ (1) = −γ
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Γ函数的几个例题

例 1 计算积分
∫ +∞

0
e−x2

dx

解 ∫ +∞

0
e−x2

dx x2=t
=======

dx= 1
2
√

t dt

1
2

∫ +∞

0
t− 1

2 e−tdt = 1
2Γ(

1
2 ) =

√
π

2

例 2 计算积分
∫ +∞

0
x2n−1e−x2

dx

解 ∫ +∞

0
x2n−1e−x2

dx x2=t
=======

dx= 1
2
√

t dt

1
2

∫ +∞

0
xn−1e−tdt

=
1
2Γ(n) =

1
2 (n − 1)!
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Γ函数的几个例题
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Γ函数的几个例题

例 3 计算积分
∫ +∞

0

1 − e−x2

x2 dx

解 ∫ +∞

0

1 − e−x2

x2 dx =

∫ +∞

0
(e−x2

− 1)d
(

1
x

)
=

e−x2 − 1
x

∣∣∣∣+∞

0
−
∫ +∞

0

1
x
· e−x2

· (−2x)dx

= 0 + 2
∫ +∞

0
e−x2

dx

=

∫ +∞

0
(x2)−

1
2 · e−x2

d(x2)

= Γ( 1
2 ) =

√
π

唐绍东 欧拉积分 2017-8-30 10 / 59



目录 Gamma Function Psi Functions beta Functions Beta Function 性质公式证明 椭圆积分 参考文献

Γ函数的几个例题
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Γ函数的几个例题

例 4 计算积分
∫ 1

0

1√
1 + x4

dx

解 我们有

J =
∫ +∞

0

1√
1 + x4

dx

x4=t
====

1
4

∫ +∞

0

t− 3
4

(1 + t) 1
2
dt

=
1
4B(1

4 ,
1
4 ) =

1
4
Γ( 1

4 )Γ(
1
4 )

Γ( 1
2 )

=
Γ2( 1

4 )

4
√
π

接着我们对积分
∫ +∞

1

1√
1 + x4

dx做变量替换
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Γ函数的几个例题

令 t = 1
x

,可得 ∫ +∞

1

1√
1 + x4

dx =

∫ 1

0

1√
1 + t4

dt

由此知

J =
∫ 1

0

1√
1 + x4

dx +

∫ +∞

1

1√
1 + x4

dx

= 2
∫ 1

0

1√
1 + t4

dt

= 2I

所以

I =
∫ 1

0

1√
1 + x4

dx =
J
2 =

Γ2( 1
4 )

8
√
π

唐绍东 欧拉积分 2017-8-30 12 / 59



目录 Gamma Function Psi Functions beta Functions Beta Function 性质公式证明 椭圆积分 参考文献

Γ函数的几个例题

例 5 计算积分
∫ +∞

0
e−(ax2+bx)dx

解
I =

∫ +∞

0
e−(ax2+bx)dx

=

∫ +∞

0
e−a

[(
x2+ b

a x+( b
2a )

2)−( b
2a )

2 ]
dx

= e b2
4a

1√
a

∫ +∞

0
e−(

√
a(x+ b

2a ))
2
d
(√

a
(

x +
b
2a

))
= e b2

4a
1√
a

∫ +∞

0
e−u2

du = e b2
4a

1
2
√

a

∫ +∞

0
t− 1

2 e−tdt

= e b2
4a

1√
a
· 1

2Γ(
1
2 ) = e b2

4a
1√
a
·
√
π

2

=
1
2

√
π

a
e b2

4a
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Γ函数的几个例题
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1
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·
√
π
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1
2

√
π
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Γ函数的几个例题

例 6 计算积分
∫ +∞

0
e−
(

x2+ a2
x2

)
dx, a > 0

解
I =

∫ +∞

0
e−
(

x2+ a2
x2

)
dx

=

∫ √
a

0
e−
(

x2+ a2
x2

)
dx︸ ︷︷ ︸

t= a
x

+

∫ +∞

√
a

e−
(

x2+ a2
x2

)
dx

=

∫ +∞

√
a

a
t2 e−

(
t2+ a2

t2

)
dt +

∫ +∞

√
a

e−
(

x2+ a2
x2

)
dx

=

∫ +∞

√
a

(
1 +

a
x2

)
e−(x− a

x )
2−2adx

u=x− a
x====== e−2a

∫ +∞

0
e−u2

du ==
1
2 e−2a

∫ +∞

0
t− 1

2 e−tdt

=
1
2 e−2aΓ( 1

2 ) =

√
π

2 e−2a
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Γ函数的几个例题

例 7 计算积分
∫ +∞

0
e−(ax2+ b

x2 )dx

解 I =
∫ +∞

0
e−(ax2+ b

x2 )dx =

∫ +∞

0
e
−a
(

x2+
b
a

x2

)
dx

=

∫ +∞

0
e
−a

(x−
√

b
a

x

)2

+2
√

b
a


dx

=

∫ +∞

0
e−a

(
t2+2

√
b
a

)
dt = e−2

√
ab
∫ +∞

0
e−ax2

dt

t=ax2

===== e−2
√

ab · 1
2
√

a

∫ +∞

0
t− 1

2 e−tdt

=
1

2
√

a
e−2

√
abΓ( 1

2 ) =

√
π

2
√

a
e−2

√
ab

公式:
∫ +∞

0
f
(

x − a
x

)
dx =

∫ +∞

0
f(x)dx, a > 0
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√

a

∫ +∞
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1

2
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π
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√

a
e−2

√
ab
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Γ函数的几个例题

例 8 计算积分
∫ +∞

−∞
e−

x2−Dx
2 dx

解
I =

∫ +∞

0
e−

x2−Dx
2 dx +

∫ 0

−∞
e−

x2−Dx
2 dx

=

∫ +∞

0
e−

(x− D
2 )

2
− D2

4
2 dx +

∫ +∞

0
e−

t2+Dt
2 dt

=
√

2e D2
8

∫ +∞

0
e−
(

x√
2
− D

2
√

2

)2

d
(

x√
2
− D

2
√

2

)
+
√

2e D2
8

∫ +∞

0
e−
(

t√
2
+ D

2
√

2

)2

d
(

t√
2
+

D
2
√

2

)
=

√
2e D2

8

∫ +∞

0
e−u2

du +
√

2e
−v2

8

∫ +∞

0
ev2

dv

=
√

2πe D2
8
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Γ函数的几个例题

例 8 计算积分
∫ +∞

−∞
e−

x2−Dx
2 dx

解
I =

∫ +∞

0
e−

x2−Dx
2 dx +

∫ 0

−∞
e−

x2−Dx
2 dx

=

∫ +∞

0
e−

(x− D
2 )

2
− D2

4
2 dx +

∫ +∞

0
e−

t2+Dt
2 dt

=
√

2e D2
8

∫ +∞

0
e−
(

x√
2
− D

2
√

2

)2

d
(

x√
2
− D

2
√

2

)
+
√

2e D2
8

∫ +∞

0
e−
(

t√
2
+ D

2
√

2

)2

d
(

t√
2
+

D
2
√

2

)
=

√
2e D2

8

∫ +∞

0
e−u2

du +
√

2e
−v2

8

∫ +∞

0
ev2

dv

=
√

2πe D2
8

唐绍东 欧拉积分 2017-8-30 16 / 59



目录 Gamma Function Psi Functions beta Functions Beta Function 性质公式证明 椭圆积分 参考文献

Γ函数的几个例题

例 9 计算 ∫ +∞

0

x3

ex − 1 dx

解 ∫ +∞

0

x3

ex − 1 dx =

∫ +∞

0
x3

( ∞∑
n=1

e−nx

)
dx

=

∞∑
n=1

∫ +∞

0
x3e−nx dx

=

∞∑
n=1

1
n4

∫ +∞

0
t3e−t dt , t = nx

=

∞∑
n=1

1
n4Γ(4) = 16

∞∑
n=1

1
n4

= 16 × π4

90 =
π4

15
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Γ函数的几个例题

例 10 计算 ∫ 1

0
sin(πx) log Γ(x)dx

解
I =

∫ 1

0
sin(πx) log Γ(x)dx t=1−x

===== −
∫ 0

1
sin(tπ) log Γ(1 − t)dt

=

∫ 1

0
sin(tπ) log Γ(1 − t)dt

I = 1
2

(∫ 1

0
sin(πx) log Γ(x)dx +

∫ 1

0
sin(xπ) log Γ(1 − x)dx

)

=
1
2

∫ 1

0
sin(πx) log (Γ(x) + Γ(1 − x)) dx

=
1
2

∫ 1

0
sin(πx) log

( π

sinπx

)
dx

=
1
π

(
1 + ln

π

2

)
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Γ函数的几个例题

例 11 计算 ∫ α+1

α

ln Γ(x)dx

解 易得
∫ 1

0
ln Γ(x)dx =

1
2 ln(2π)

因此 ∫ α+1

α

ln Γ(x)dx =

∫ 0

α

ln Γ(x)dx +

∫ 1

0
ln Γ(x)dx +

∫ α+1

1
ln Γ(x)dx

= −1
2 ln(2π) +

∫ α+1

1
ln Γ(x)dx −

∫ α

0
ln Γ(x)dx
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Γ函数的几个例题

对上式右端第一个积分作变换：x = 1 + t,得∫ α+1

1
ln Γ(x)dx =

∫ α

0
ln Γ(1 + t)dt =

∫ α

0
ln(tΓ(t))dt

=

∫ α

0
ln tdt +

∫ α

0
ln Γ(t)dt

= α lnα− α+

∫ α

0
ln Γ(t)dt

于是有 ∫ α+1

α

ln Γ(x)dx =
1
2 ln(2π) + α lnα− α

唐绍东 欧拉积分 2017-8-30 20 / 59
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ψ 函数

♦定义 3.1. ψ函数

ψ函数 (Psi Function)的定义为

ψ(x) = d
dx

ln Γ(x) = Γ′(x)
Γ(x)
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ψ 函数

有关公式

ψ(x) = −γ +

∞∑
n=0

(
1

n + 1 − 1
n + x

)
γ 为欧拉常数

ψ(x + 1) = ψ(x) + 1
x

ψ(n) = −γ +
n−1∑
k=1

1
k
, n ∈ N

ψ(1 − x)− ψ(x) = π cotπx

ψ(x) + ψ
(

x +
1
2

)
− 2 ln 2 = 2ψ(2x)

ψ
(p

q

)
= −C +

∞∑
k=0

(
1

k + 1 − q
p + kq

)
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ψ 函数

ψ函数的特殊值

ψ(1) = −γ

ψ
(1

2

)
= −γ − 2 ln 2

ψ
(1

4

)
= −γ − π

2 − 3 ln 2

ψ
(3

4

)
= −γ +

π

2 − 3 ln 2

ψ
(1

6

)
= −γ −

√
3π
2 − 3 ln 3

2 − 2 ln 2

ψ
(5

6

)
= −γ +

√
3π
2 − 3 ln 3

2 − 2 ln 2

ψ′
(1

2

)
=
π2

2

ψ′
(1

4

)
= 8γ + π2
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ψ 函数的几个例题

例 1 计算

lim
n→0

n
√

n!

解
lim
n→0

n
√

n! = lim
n→0

exp

{
ln(n!)

n

}
= exp

{
lim
n→0

ln Γ(n + 1)
n

}
= exp

{
lim

x→0+
ln Γ(x + 1)

x

}
= exp

{
lim

x→0+
Γ′(x + 1)
Γ(x + 1)

}
= eψ(1) = e−γ
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ψ 函数的几个例题

例 2 求极限 lim
x→0

Γ(x + 1)− sin xΓ(sin x)
x4Γ(sin x)

解

I = lim
x→0

Γ(x + 1)− sin xΓ(sin x)
x4Γ(sin x)

= lim
x→0

Γ(x + 1)− Γ(sin x + 1)
x3Γ(sin x + 1)

= lim
x→0

Γ′(ξ + 1)(x − sin x)
x3 ξ介于 sin x和 x之间

=
Γ′(1)

6 = −γ6
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ψ 函数的几个例题

例 3 证明 ∫ 1

0

1 − xz−1

1 − x
dx Re(z) > 0

解 注意到 1 − xz−1

1 − x
=

∞∑
k=1

(xk−1 − xk+z+2)

故 ∫ 1

0

1 − xz−1

1 − x
dx =

∞∑
k=1

∫ 1

0
(xk−1 − xk+z+2)dx

= −1
z
+

∞∑
k=1

(
1
k
− 1

k + z

)
= γ + ψ(z + 1)− 1

z
= γ + ψ(x)
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β 函数

♦定义 4.1. β 函数

β 函数的定义为

β(x) = 1
2

[
ψ
(x + 1

2

)
− ψ

(x
2

)]
Integral representations:

β(x) =
∫ 1

0

tx−1

1 + t
dt Re x > 0

Series representation

β(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

x + k
[−x /∈ N]

β(x) =
∞∑

k=0

1
(x + 2k)(x + 2k + 1) [−x /∈ N]
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B函数定义

♦定义 5.1. Beta函数

B函数 (Beta function)的定义为

B(x, y) =
∫ 1

0
tx−1(1 − t)y−1dt (Re x > 0, Re y > 0)

上式的右边称为第一类欧拉 (Euler)积分

其它形式

B(x, y) = 2
∫ π

2

0
sin2x−1 θ cos2y−1 θdθ (Re x > 0, Re y > 0)

B(x, y) =
∫ 1

0

tx−1 + ty−1

(1 + t)x+y dt (Re x > 0, Re y > 0)
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B函数的其他形式

B(x, y) = 2
∫ 1

0
t2x−1(1 − t2)y−1dt (Re x > 0, Re y > 0)

B(x, y) = 2
∫ +∞

0

t2x−1

(1 + t2)x+y dt (Re x > 0, Re y > 0)

B(x, y) =
∫ +∞

1

tx−1 + ty−1

(1 + t)x+y dt (Re x > 0, Re y > 0)

B(x, y) =
∫ +∞

0

tx−1

(1 + t)x+y dt =
∫ +∞

0

ty−1

(1 + t)x+y dt

=
1
2

∫ +∞

0

tx−1 + ty−1

(1 + t)x+y dt (Re x > 0, Re y > 0)
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Beta函数的主要性质和公式

(1) 对称性: B(x, y) = B(y, x)
(2) 递推公式

(1) B(x + 1, y) = x
x + yB(x, y) (Re x > 0,Re y > 0)

(2) B(x, y + 1) = y
x + yB(x, y) (Re x > 0,Re y > 0)

(3) B(x + 1, y + 1) = xy
(x + y + 1)(x + y)B(x, y) (Re x > 0, Re y > 0)

(3) 如果 m,n都是自然数,则

B(x, y) = (n − 1)!(m − 1)!
(n + m − 1)!

(4) 余元公式: B(x, 1 − x) = π

sin xπ
(0 < x < 1)

(5) B函数与 Γ函数的关系:

B(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x + y)

(x > 0, y > 0)
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Beta函数的几个例题

例 1 计算积分
∫ 1

0

xndx
1 − x

dx

解 ∫ 1

0

xndx
1 − x

dx = B(n + 1, 0) = Γ(n + 1)Γ(0)
Γ(n + 1 + 0) = 1

例 2 计算积分
∫ 1

0

(1 − x)n
√

x
dx

解 ∫ 1

0

(1 − x)n
√

x
dx = B( 1

2 ,n + 1) =
Γ( 1

2 )Γ(n + 1)
Γ(n + 1 + 1

2 )
=

2n+1n!
(2n + 1)!!
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Beta函数的几个例题

例 3 计算积分
∫ +∞

0

1
(1 + x6)

2 dx

解 ∫ +∞

0

1
(1 + x6)

2 dx x3=tan t
===========

dx= 1
3 tan

− 2
3 tdt

∫ π
2

0

1
sec2x

× 1
3 tan

− 2
3 tdt

=
1
3

∫ π
2

0
sin−

2
3 tcos 8

3 tdt

=
1
6B
(

1
6 ,

11
6

)
=

1
6
Γ
( 1

6
)
Γ
( 11

6
)

Γ (2)

=
5
36Γ

(
1
6

)
Γ

(
5
6

)
=

5π
18
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Beta函数的几个例题

例 4 计算积分
∫ 1

0

dx
n
√

1 − xn

解
I =

∫ 1

0

dx
n
√

1 − xn

t=xn

====
1
n

∫ 1

0
t

1−n
n (1 − t)− 1

n dt

=
1
n

B( 1
n , 1 − 1

n ) =
1
n
Γ( 1

n )Γ(1 − 1
n )

Γ(1)
余元公式
=========

π

n sin π
n

注: 余元公式: 对于 0 < z < 1有

Γ(z)Γ(1 − z) = π

sinπz
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Beta函数的几个例题

例 4 计算积分
∫ 1

0

dx
n
√

1 − xn

解
I =

∫ 1

0

dx
n
√

1 − xn

t=xn
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n

∫ 1

0
t

1−n
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B( 1
n , 1 − 1
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Beta函数的几个例题

例 5 计算积分
∫ π

2

0
sin

5
2 xdx

解 ∫ π
2

0
sin

5
2 xdx =

1
2

∫ π
2

0
sin2× 7

4−1x cos2× 1
2−1 xdx

=
1
2B
(

7
4 ,

1
2

)
=

1
2
Γ
( 7

4
)
Γ
( 1

2
)

Γ
( 9

4
)

=
6
√
πΓ
( 3

4
)

5Γ
( 1

4
) ≈ 0.718884

注:用到的公式

B(x, y) = 2
∫ π

2

0
sin2x−1 θ cos2y−1 θdθ (Re x > 0, Re y > 0)
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Beta函数的几个例题

例 6 计算积分
∫ 1

0

5x4(1 + x10075)

(1 + x5)2017 dx

解 因为

B(x, y) =
∫ 1

0

tx−1 + ty−1

(1 + t)x+y dt (Re x > 0,Re y > 0)

故 ∫ 1

0

5x4(1 + x10075)

(1 + x5)2017 dx x5=t
====

∫ 1

0

1 + t2015

(1 + t)2017 dt

=

∫ 1

0

x1−1 + t2016−1

(1 + t)2017 dt

= B(1, 2016)

=
0!2015!
2016! =

1
2016
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Beta函数的几个例题

例 7 计算积分
∫ +∞

0

xp−1 ln x
1 + x

dx (0 < p < 1)

解 注意到
d
dp

(
xp−1

1 + x

)
=

xp−1 ln x
1 + x

故可得 ∫ +∞

0

xp−1 ln x
1 + x

dx =
d
dp

∫ +∞

0

xp−1dx
1 + x

=
d
dp

B(p, 1 − p) = d
dp

(Γ(p)Γ(1 − p))

=
d
dp

(
π

sin(pπ)

)
= −π

2 cos(pπ)
sin2(pπ)
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Beta函数的几个例题

例 8 计算积分
∫ π

0

dx√
3 + cos x

解
∫ π

0

dx√
3 + cos x

=

∫ π

0

dx√
2 + 2 cos2 x

2

u=cos2 x
2=======

1√
2

∫ 1

0
(1 − u2)−

1
2 u− 1

2 du

t=u2

====
1

2
√

2

∫ 1

0
(1 − t) 1

2−1t 1
4−1dt

=
1

2
√

2
B( 1

2 ,
1
4 )

=
1

2
√

2
Γ( 1

2 )Γ(
1
4 )

Γ( 3
4 )

=

√
πΓ2( 1

4 )

2
√

2Γ( 1
4 )Γ(

3
4 )

余元公式
=========

1
4
√
π
Γ2( 1

4 ) ≈ 1.85407
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√
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1
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√
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√
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4
√
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Beta函数的几个例题

例 9 计算积分
∫ +∞

0

1
1 + xn dx, n > 1

解
I =

∫ +∞

0

1
1 + xn dx

x= n√
tan2 θ

========
2
n

∫ π
2

0
cos1− 2

n θ sin
2
n−1 θdθ

=
1
n

B
(

1 − 1
n
,

1
n

)
=

1
n
Γ
(

1 − 1
n

)
Γ
(1

n

)
余元公式
=========

π

n sin π
n

余元公式: 对于 0 < z < 1有 Γ(z)Γ(1 − z) = π

sinπz
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Beta函数的几个例题

例 10 计算积分
∫ 1

0

xa−1(1 − x)b−1

(x + p)a+b dx, (a, b, p > 0)

解 作变量替换,令 y = (1 + p) x
x + p

则

dy =
p(p + 1)
(x + p)2 dx ⇒ dx =

(x + p)2

p(p + 1)dy

且注意到

1 − y = 1 − (1 + p) x
x + p

=
p(1 − x)

x + p

故有

1 − x =
x + p

p
(1 − y)
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Beta函数的几个例题

I =
∫ 1

0

xa−1(1 − x)b−1

(x + p)a+b dx

y=(1+p) x
x+p

=========

∫ 1

0

xa−1(
x+p

p (1 − y))b−1

(x + p)a+b
(x + p)2

p(p + 1)dy

=
1

(1 + p)pb

∫ 1

0

xa−1(1 − y)b−1

(x + p)a−1 dy

=
1

(1 + p)apb

∫ 1

0
ya−1(1 − y)b−1dy

=
1

(1 + p)apb B(a, b)

Beta function
B(x, y) =

∫ 1

0
tp−1(1 − t)q−1dt p, q > 0
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Beta函数的几个例题

例 11 计算积分
∫ 1

−1

(1 + x)2m−1(1 − x)2n−1

(1 + x2)m+n dx, (m,n > 0)

解 令 t = (1 + x)2

2(1 + x2)
,则 d

dx

(
(1 + x)2

2(1 + x2)

)
=

1 − x2

(1 + x2)2 dt

1 − t = (1 − x)2

2(1 + x2)
⇒ (1 − x)2 = 2(1 − t)(1 + x2)

故
I =

∫ 1

−1

(1 + x)2m−1(1 − x)2n−1

(1 + x2)m+n dx

= 2
∫ 1

0

(1 + x)2m−1(1 − x)2n−1

(1 + x2)m+n dx

u= 1
2
(1+x)2

(1+x2)
======== 2m+n−2

∫ 1

0
tm−1(1 − t)n−1dt

= 2m+n−2B(m,n)

∫ 1

−1

(1 + x)2m−1(1 − x)2n−1

(1 + x2)m+n dx = 2m+n−2B(m,n)
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Beta函数的几个例题

例 12 计算积分
∫ π

0

sinn x
(1 + k cos x)n dx, (0 < |k| < 1)

解
I =

∫ π

0

sinn x
(1 + k cos x)n dx

t=tan( x
2 )=======

2n

(1 + k)n

∫ +∞

0

tn−1

(1 + α2t2)n dt, α =

√
1 − k
1 + k

αt=
√

s
======

2n

(1 + k)n · 1
2αn

∫ +∞

0

s 1
2 n−1

(1 + s)n ds

=
2n−1

(1 − k2)
n
2
B
(n

2 ,
n
2

)
Beta function ∫ +∞

0

tp−1

(1 + t)p+q dt p, q > 0
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2 n−1
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n
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B
(n
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n
2
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Beta function ∫ +∞
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Beta函数的几个例题

例 13 证明
∞∑

k=0

Ck
n

(−1)k

m + k + 1 =
m!n!

(m + n + 1)!

证 ∞∑
k=0

Ck
n

(−1)k

m + k + 1 =

∞∑
k=0

Ck
n(−1)k

∫ 1

0
xm+kdx

=

∫ 1

0

∞∑
k=0

Ck
n(−1)kxm+kdx

=

∫ 1

0
xm(1 − x)ndx

= B(m + 1,n + 1)

=
Γ(m + 1)Γ(n + 1)
Γ(m + n + 1)

=
m!n!

(m + n + 1)!
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Γ(m + 1)Γ(n + 1)
Γ(m + n + 1)

=
m!n!

(m + n + 1)!

唐绍东 欧拉积分 2017-8-30 42 / 59



目录 Gamma Function Psi Functions beta Functions Beta Function 性质公式证明 椭圆积分 参考文献

Gamma函数的性质公式证明

证明: α1 + α2 + · · ·+ αn = β1 + β2 + · · ·+ βn then
Γ(β1)· · · · ·Γ(βn)

Γ(α1)· · · · ·Γ(αn)
=
∏
k⩾0

(k + α1)· · · · ·(k + αn)

(k + β1)· · · · ·(k + βn)

证 Γ(β1)· · · · ·Γ(βn)

Γ(α1)· · · · ·Γ(αn)
=

n∏
j=1

Γ(βj)

Γ(αj)
= lim

m→∞

n∏
j=1

mβj m!
βj(βj+1)·····(βj+m)

mαj m!
αj(αj+1)·····(αj+m)

= lim
m→∞

n∏
j=1

mβj−αj

m∏
k=0

αj + k
βj + k

= lim
m→∞

m∏
k=0

n∏
j=1

αj + k
βj + k

= lim
m→∞

m∏
k=0

(k + α1)· · · · ·(k + αn)

(k + β1)· · · · ·(k + βn)
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Legendre加倍公式

证明: Legendre加倍公式：
√
πΓ(2s) = 22s−1Γ(s)Γ

(
s + 1

2

)
, s > 0

证: 记 I(s) =
∫ 1

0

dx
(1 + x 1

s )2s
.令 x = tan2s t,

则 dx = sin2s−1 t cos−2s−1 tdt, (1 + x 1
s )2s = sec4s t,

从而

I(s) =
∫ 1

0

dx
(1 + x 1

s )2s
= 2s

∫ π
4

0
(sin t cos t)2s−1dt

= s21−2s
∫ π

2

0
sin2s−1 udu = 2−2ssB(1

2 , s)

= 2−2ss
Γ( 1

2 )Γ(s)
Γ( 1

2 + s)
= 2−2s√πs Γ(s)

Γ( 1
2 + s)

.

唐绍东 欧拉积分 2017-8-30 44 / 59



目录 Gamma Function Psi Functions beta Functions Beta Function 性质公式证明 椭圆积分 参考文献

Legendre加倍公式

证明: Legendre加倍公式：
√
πΓ(2s) = 22s−1Γ(s)Γ

(
s + 1

2

)
, s > 0

证: 记 I(s) =
∫ 1

0

dx
(1 + x 1

s )2s
.令 x = tan2s t,

则 dx = sin2s−1 t cos−2s−1 tdt, (1 + x 1
s )2s = sec4s t,

从而

I(s) =
∫ 1

0

dx
(1 + x 1

s )2s
= 2s

∫ π
4

0
(sin t cos t)2s−1dt

= s21−2s
∫ π

2

0
sin2s−1 udu = 2−2ssB(1

2 , s)

= 2−2ss
Γ( 1

2 )Γ(s)
Γ( 1

2 + s)
= 2−2s√πs Γ(s)

Γ( 1
2 + s)

.
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Legendre加倍公式

另一方面

I(s) =
∫ 1

0

dx
(1 + x 1

s )2s
=

∫ +∞

1

dx
(1 + x 1

s )2s
,

从而

I(s) = 1
2

∫ +∞

0

dx
(1 + x 1

s )2s
= s

∫ π
2

0
(sin t cos t)2s−1dt = sB(s, s)

2 =
sΓ2(s)
2Γ(2s)

.

因此

2−2s√πs Γ(s)
Γ( 1

2 + s)
=

sΓ2(s)
2Γ(2s)

.

从而
√
πΓ(2s) = 22s−1Γ(s)Γ

(
s + 1

2

)
, s > 0.
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余元公式

证明: 对于 0 < z < 1有

Γ(z)Γ(1 − z) = π

sinπz

证:

Γ(z)Γ(1 − z) = B(1 − z, z)Γ(1 − z + z)

= B(1 − z, z)Γ(1) =
∫ 1

0
t−z(1 − t)z−1 dt

t= 1
1+x

=======
1−t= x

1+x

∫ 0

+∞

(
1

1 + x

)−z( x
1 + x

)z−1 −dx
(1 + x)2

=

∫ +∞

0

xz−1

1 + x
dx =

π

sinπz
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Beta函数的性质公式证明

证明: B(x, y) =
∫ +∞

0

tx−1

(1 + t)x+y dt =
∫ 1

0

tx−1 + ty−1

(1 + t)x+y dt 其中 x > 0, y > 0

证 利用换元法,令 t = u
1 + u

,则 dt = 1
(1 + u)2 du

B(x, y) =
∫ 1

0
tx−1(1 − t)y−1dt

t=
u

1 + u
========

∫ ∞

0

ux−1

(1 + u)x−1
1

(1 + u)y−1
1

(1 + u)2 du

=

∫ +∞

0

ux−1

(1 + u)x+y du

=

∫ +∞

0

tx−1

(1 + t)x+y dt
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Beta函数的性质公式证明

由此,继续应用换元法,有:

B(x, y) =
∫ +∞

0

tx−1

(1 + t)x+y dt

=

∫ 1

0

tx−1

(1 + t)x+y dt +
∫ +∞

1

tx−1

(1 + t)x+y dt︸ ︷︷ ︸
t= 1

u

=

∫ 1

0

tx−1

(1 + t)x+y dt +
∫ 0

1

u1−x

(1 + u)x+yu−x−y

(
−du

u2

)
=

∫ 1

0

tx−1

(1 + t)x+y dt +
∫ 1

0

uy−1

(1 + u)x+y du

=

∫ 1

0

tx−1

(1 + t)x+y dt +
∫ 1

0

ty−1

(1 + t)x+y dt

=

∫ 1

0

tx−1 + ty−1

(1 + t)x+y dt
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Beta函数的性质公式证明

证明: B(p, q) = Γ(p)Γ(q)
Γ(p + q)

(p > 0, q > 0)

证 因为

Γ(p) =
∫ +∞

0
xp−1e−xdx

Γ(q) =
∫ +∞

0
xq−1e−xdx

故

Γ(p)Γ(q) =
∫ +∞

0
xp−1e−xdx

∫ +∞

0
yq−1e−ydy

=

∫ +∞

0
dy
∫ +∞

0
xp−1yq−1e−(x+y)dx

做变量替换,令 x = uv, y = u(1 − v)
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Beta函数的性质公式证明

则其雅可比行列式 J为

J = ∂(x, y)
∂(u, v)

=

∣∣∣∣∣∣ v u
1 − v −u

∣∣∣∣∣∣
= −uv − u(1 − v) = −u

D → D′ 即: x = 0 → u = 0, v = 0

y = 0 → u = 0, v = 1

故

Γ(p)Γ(q) =
∫ +∞

0

∫ 1

0
(uv)p−1[u(1 − v)

]q−1e−uudvdu

=

∫ +∞

0
up+q−1e−udu

∫ 1

0
vp−1(1 − v)q−1dv

= Γ(p + q)B(p, q)唐绍东 欧拉积分 2017-8-30 50 / 59
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第一类椭圆积分

♦定义 7.1. 第一类不完全椭圆积分

F (k, φ) =
∫ sinφ

0

dt√
(1 − t2) (1 − k2t2)

=

∫ φ

0

dθ√
1 − k2 sin2 θ

(
k2 < 1

)
F (ϕ, k) =

∫ ϕ

0

dθ√
1 − k2 sin2 θ

=

∫ sinφ

0

dt√
(1 − k2t2) (1 − t2)

F (ϕ|m) =

∫ ϕ

0

dθ√
1 − m sin2 θ

=

∫ sinφ

0

dt√
(1 − mt2) (1 − t2)
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第一类椭圆积分

♦定义 7.2. 第一类完全椭圆积分

K = K (k) = K
(

k, π2

)
=

∫ 1

0

dt√
(1 − t2) (1 − k2t2)

=

∫ π
2

0

dθ√
1 − k2 sin2 θ

其中 k2 < 1
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第二类椭圆积分

♦定义 7.3. 第二类不完全椭圆积分

E (k, φ) =
∫ sinφ

0

√
1 − k2t2

1 − t2 dt

=

∫ φ

0

√
1 − k2 sin2 θdθ

E
(
φ
∣∣∣m) =

∫ sinφ

0

√
1 − mt2

1 − t2 dt

=

∫ ϕ

0

√
1 − m sin2 θdθ

其中 k2 < 1
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第二类椭圆积分

♦定义 7.4. 第二类完全椭圆积分

E = E (k) = E
(

k, π2

)
=

∫ 1

0

√
1 − k2t2

1 − t2 dt

=

∫ π
2

0

√
1 − k2 sin2 θdθ

其中 k2 < 1

唐绍东 欧拉积分 2017-8-30 52 / 59



目录 Gamma Function Psi Functions beta Functions Beta Function 性质公式证明 椭圆积分 参考文献

第三类椭圆积分

♦定义 7.5. 第三类不完全椭圆积分

Π(h, k, φ) =
∫ sinφ

0

dt
(1 + ht2)

√
(1 − t2) (1 − k2t2)

=

∫ φ

0

dθ(
1 + h sin2 θ

)√
1 − k2 sin2 θ

Π(n;ϕ, k) =
∫ sinϕ

0

dt
(1 − nt2)

√
(1 − t2) (1 − k2t2)

=

∫ ϕ

0

dθ(
1 − n sin2 θ

)√
1 − k2 sin2 θ

Π
(

n;ϕ
∣∣∣m) =

∫ sinφ

0

dt
(1 − nt2)

√
(1 − t2) (1 − mt2)

=

∫ φ

0

dθ(
1 − n sin2 θ

)√
1 − m sin2 θ
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第三类椭圆积分

♦定义 7.6. 第三类完全椭圆积分

Π(h, k) = Π
(

h, k, π2

)
=

∫ 1

0

dt
(1 + ht2)

√
(1 − t2) (1 − k2t2)

=

∫ π
2

0

dθ(
1 + h sin2 θ

)√
1 − k2 sin2 θ

其中 k2 < 1, h为非负整数
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第二类不完全椭圆积分

例 1 求不定积分
∫ √

a2 sin2 θ + b2 cos2 θ dθ

解 ∫ √
a2 sin2 θ + b2 cos2 θ dθ

=

∫ √
b2 + (a2 − b2) sin2 θ dθ

= b
∫ √

1 − b2 − a2

b2 sin2 θ dθ

= bE
(

x
∣∣∣∣b2 − a2

b2

)
+ C

= bE
(

x
∣∣∣∣1 − a2

b2

)
+ C
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第二类不完全椭圆积分

例 1 求不定积分
∫ √
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∫ √
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b2 sin2 θ dθ
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x
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第二类不完全椭圆积分

例 2 计算下面两个积分的比值：∫ 1

0

1√
1 + t4

dt ,
∫ 1

0

1√
1 − t4

dt

解 由 ∫ 1

0

1√
1 + t4

dt =
∫ 1

0

dt√
(1 + t2)

2 − 2t2

=
1
2

∫ 1

0

1√
1 − 1

2

(
2t

1 + t2

)2

2
1 + t2 dt

(
t = tan

θ

2

)
=

1
2

∫ π
2

0

dθ√
1 − 1

2 sin2 θ

=
1
2K
(

1√
2

)
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第二类不完全椭圆积分

和 ∫ 1

0

1√
1 − t4

dt =
∫ π

2

0

dθ√
1 + cos2 θ

(t = cos θ)

=

∫ π
2

0

dθ√
2 − sin2 θ

=
1√
2

K
(

1√
2

)
我们可以得到 ∫ 1

0

1√
1 − x4

dx∫ 1

0

1√
1 + x4

dx
=

1√
2

K
(

1√
2

)
1
2K
(

1√
2

) =
√

2
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