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§10.5 �½�g.��½Ý


½Â. ¢�g.f(x1, x2, · · · , xn) = X tAX , é?¿�|Ø��"�¢êx1,x2, · · · , xn.

(1) XJokf(x1, x2, · · · , xn) > 0, K¡T�g.��½.

(2) XJokf(x1, x2, · · · , xn) ≥ 0, K¡T�g.���½.

(3) XJokf(x1, x2, · · · , xn) < 0, K¡T�g.�K½.

(4) XJokf(x1, x2, · · · , xn) ≤ 0, K¡T�g.��K½.

(5) XJ�g.f(x1, x2, · · · , xn) Qk�u"qk�u", K¡T�g.�Ø½..

`². ��½�g.éA�¢é¡
¡��½
, ���½�g.éA�¢é¡
¡��
�½
, �K½�g.éA�¢é¡
¡�K½
, ��K½�g.éA�¢é¡
¡�

�K½
.
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~. ��g.f´IO/:

f(x1, x2, · · · , xn) = d1x
2
1 + · · ·+ dnx

2
n

�di > 0 (i = 1, 2, · · · , n)�, Kf´�½.

�di < 0 (i = 1, 2, · · · , n)�, Kf´K½.

�di ≥ 0 (i = 1, 2, · · · , n)�, Kf´��½.

�di ≤ 0 (i = 1, 2, · · · , n)�, Kf´�K½.

�d1, d2, · · · , dn¥Qk�u"qk�u"�, Kf´�K½.

¤±��é�
´�½¿�^�´é��þ���Ñ�u", ��é�
´��½¿�^

�´é��þ���Ñ�u�u", ��é�
´K½¿�^�´é��þ���Ñ�u
", ��é�
´�K½¿�^�´é��þ���Ñ�u�u".
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·K. �_CþO�X = PY �±¢�g.f(x1, x2, · · · , xn) ��½5ØC.

y². �

f(x1, x2, · · · , xn) = X tAX

Kf²�_CþO�X = PY z�

g(y1, y2, · · · , yn) = Y tBY

ùpB = P tAP .

XJf´�½.�´g(y1, y2, · · · , yn) Ø´�½., K�3�|Ø��"�¢êyi = ci (i =
1, 2, · · · , n), ¦�g(c1, · · · , cn) ≤ 0. �

d1
d2
...

dn

 = P


c1
c2
...
cn

 P C =


c1
c2
...
cn

 D =


d1
d2
...

dn


Ï�P�_, ¤±d1, d2, · · · , dn�Ø��". 

0 ≥ g(c1, c2, · · · , cn) = CtBC = CtP tAPC = DtAD = f(d1, d2, · · · , dn)

Ù¥C = (c1 · · · , cn)
t, D = (d1, · · · , dn)

t. ù��g.X tAX´�½.gñ.
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íØ. Ý
ÜÓØUCÝ
��½5.

`². lþ¡·K�y²�±N´wÑ, ù�·KéuK½, ��½, �K½�¤á.

½Â. �n��
A = (aij)�fª

Di =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1i

a21 a22 · · · a2i

· · · · · ·
ai1 ai2 · · · aii

∣∣∣∣∣∣∣∣ (i = 1, 2, · · · , n)

¡�A�1i�^SÌfª.

·K. �¢�g.f(x1, x2, · · · , xn) = X tAX , XJA�¤k^SÌfªÑØ�u", K�

3�_C�X = PY , ¦�f²�_C��C¤

D1y
2
1 +

D2

D1
y2

2 + · · ·+ Di

Di−1
y2

i + · · ·+ Dn

Dn−1
y2

n
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y². �dy²AÜÓué�
diag{D1,
D2

D1
, · · · , Dn

Dn−1
}, éA��ê?1êÆ8B, �A�

�ê´1�, (Øw,¤á, 8Bb�n− 1�¤á, �A��ê�n�, P

Ai =


a11 a12 · · · a1i

a21 a22 · · · a2i

· · · · · ·
ai1 ai2 · · · aii

 A =

(
An−1 βt

β ann

)
P1 =

(
En−1 0

−βA−1
n−1 1

)

K

P1AP T
1 =

(
En−1 0

−βA−1
n−1 1

) (
An−1 βt

β ann

) (
En−1 −A−1

n−1β
T

0 1

)
=

(
An−1 0

0 ann − βAn−1β
T

)
ü>�1�ª�

Dn = |A| = |P1AP T
1 | = |An−1|(ann − βAn−1β

T ) = Dn−1(ann − βAn−1β
T )

ddíÑ
ann − βAn−1β

T =
Dn

Dn−1
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¤±

P1AP T
1 =

(
An−1 0

0 Dn

Dn−1

)
duAn−1´n − 1�Ý
, d8Bb�(Ø¤á, 25¿An−1�^SÌfªÒ´A�^SÌ
fª, ¤±�3�_
P2¦�

P2An−1P
T
2 = diag{D1,

D2

D1
, · · · ,

Dn−2

Dn−1
}

-

P =

(
P2 0
0 1

)
P1

K

PAP T = diag{D1,
D2

D1
, · · · ,

Dn

Dn−1
}
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½n. ¢�g.f(x1, x2, · · · , xn) = X tAX÷vXe�d^����, §�½´�½..

(1) é¤kØ�"�X = (x1, x2, · · · , xn)
t ∈ RnÑkX tAX > 0,

(2) é¡
A�¤kA��λ1, λ2, · · · , λn��u"

(3) é¡
A��.5�êp = R(A) = n.

(4) A�ü 
EÜÓ

(5) A�¤k^SÌfª��u".
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y ². (1) ⇒ (2) Ï �A´ ¢ é ¡ 
, ¤ ± � 3 � � 
O, ¦OtAO = O−1AO =
diag{λ1, λ2, · · · , λn}, ¤±²CþO�X = OY , X tAX�z�IO/

X tAX = Y t(OtAO)Y = λ1y
2
1 + · · ·+ λny

2
n

du�_CþO�ØUC�½5, ¤±λ1y
2
1 + · · · + λny

2
n ´�½., u´λi > 0 (i =

1, 2, · · · , n).

(2) ⇒ (3) ¢�g.f(x1, x2, · · · , xn) = X tAX�±²L��CþO�X = OY z�IO/

λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n

Ù¥λ1, λ2, · · · , λn´Ý
A�¤kA����u", u´¢�g.�IO/¥, �"²��

�ê�u�g.��; �²����ê�u�g.��.5�ê. Ïd, R(A) =�.5�
ê= n.

(3) ⇒ (4) duR(A) =�.5�ê= n, ¤±A�ü 
EÜÓ.
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(4) ⇒ (5) duA�ü 
EÜÓ, ¢�g.X tAX²�_CþO�X = PZ�z�5�/

z2
1 + z2

2 + · · ·+ z2
n

§�,´�½.. du�_C�ØUC�½5, ��g.X tAX�7��½..

XJA�,�^SÌfªDi = 0, �Ai�DiéA�A�fÝ
, KAiØ�_, ¤±�3�|
Ø��"�êc1, c2, · · · , ci¦�

Ai


c1
c2
...
ci

 = 0

P

A =

(
Ai BT

B C

)
X =



c1
c2
...
ci

0
...
0
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K

XTAX = 0

ù�f´�½gñ. ¤±A�¤k^SÌfªÑØ�u", Ïdf�±²�_C��C¤

D1y
2
1 +

D2

D1
y2

2 + · · ·+ Di

Di−1
y2

i + · · ·+ Dn

Dn−1
y2

n

duf´�½�¤±

D1 > 0,
D2

D1
> 0, · · · ,

Dn

Dn−1
> 0

ddíÑ
D1 > 0, D2 > 0, · · · , Dn > 0

(5) ⇒ (1) duA�¤k^SÌfªÑ�u", ¤±f�±²�_C��C¤

D1y
2
1 +

D2

D1
y2

2 + · · ·+ Di

Di−1
y2

i + · · ·+ Dn

Dn−1
y2

n

duXêÑ�u", ¤±´�½�, du�_C�ØUC�½5, ¤±f´�½�.
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íØ. é¡
A��½
�¿©7�^�´�3þn�


T =


t11 t12 · · · t1n

t22 · · · t2n
. . .

tnn

 , Ù¥tii > 0, i = 1, 2, · · · , n

¦�A = T tT .

y². (7�5) �½é¡
AÜÓuü 
E, =�3�_
P , ¦A = P tEP = P tP . P´

¢�_
, ¤±��
QÚ�_þn�
R, ¦P = QR. u´, A = P tP = RtQtQR = RtR.
dP�QR©)�¢S�{��, þn�
R¥Ìé�����u", ¤±T = R =�¤¦.

(¿©5) XJA = T tT , KA�ü 
ÜÓ. ¤±A�½.
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~. �A´�½é¡
, Ké?¿��êm, 7�3����½é¡
B, ¦�Bm = A.

y²: Ï�A´�½é¡
, ¤±�3��
O, ¦

A = Odiag{λ1, λ2, · · · , λn}Ot

Ù¥λ1, λ2, · · · , λn´A �A��, §�Ñ´�u"�¢ê, �3mg�� m
√

λi > 0, �

A = Odiag{λ1, λ2, · · · , λn}O−1 = (Odiag{ m
√

λ1, · · · , m
√

λn}O−1)m

-X = Odiag{ m
√

λ1, · · · , m
√

λn}O−1, §´�½é¡
, ¦Xm = A.
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2y��5. XJk�½é¡
X, Y ÷vXm = Y m = A, Ï�X, Y Ñ´�½é¡
, ��

X = O1diag{λ1, λ2, · · · , λn}O−1
1

Y = O2diag{µ1, µ2, · · · , µn}O−1
2

Ù¥O1, O2´��
, �

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn, 0 < µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µn

©O´X, Y A��, u´Xm�A��0 < λm
1 ≤ λm

2 ≤ · · · ≤ λn
n, Y m�A��0 < µm

1 ≤
µm

2 ≤ · · · ≤ µm
n . dXm = Y m, �λm

i = µm
i (i = 1, 2, · · · , n). �λi, µi���¢ê, Ïdλi = µi

(i = 1, 2, · · · , n). P

D = diag{λ1, λ2, · · · , λn} = diag{µ1, µ2, · · · , µn}.

dXm = Y m, �

O1D
mO−1

1 = O2D
mO−1

2
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�O = O−1
2 O1, kODm = DmO. y3�rDU�¤

Dm =


λm

1 E1
λm

2 E2
. . .

λm
t Et


Ù¥λ1, · · · , λt´D ¥�ÜpØ�Ó�A��. '��ªODm = DmOü>, �

O =


Q1

Q2
. . .

Qt


Ù¥Qi ´�Eik�Ó�ê���
. ù�OD = DO, =O1DO−1

1 = O2DO−1
2 . lX = Y .
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• õ�¼ê�4�

õ�¼ê��N(Talor)Ðmª

f(X0 + ∆X) = f(X0) + (∆X)t ∂f

∂X
+

1

2!
(∆X)tA(∆X) + o(‖∆X‖2)

Ù¥f(X0) = f(x0
1, · · · , x0

n),

∆X =

 ∆x1
...

∆xn

 ,
∂f

∂X
=


∂f
∂x1...
∂f
∂xn


X=X0

A =


∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x1∂x2

· · · ∂2f
∂x1∂xn

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2

2
· · · ∂2f

∂x2∂xn... ... . . . ...
∂2f

∂xn∂x1

∂2f
∂xn∂x2

· · · ∂2f
∂x2

n


X=X0

XJX = X0´4�:, K7k ∂f
∂X |X0

= 0. ù�k

f(X0 + ∆X)− f(X0) =
1

2!
(∆X)tA(∆X) + o(‖∆X‖2)

u´3X0 �v
���p, þªmà��KÒd�g.

(∆X)tA(∆X)

(½. AO�A ��½é¡
�, f(X)3X0?�4��¶�A�K½é¡
�, f(X)3X0
?�4��.
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5 ¿. (1) þ ¡ ? Ø � � ½ . � ù 
 ( J Ñ � � � = £ K ½ . é ¡ 
. Ï �

�f(x1, x2, · · · , xn) ´K½.�, −f(x1, x2, · · · , xn)Ò´�½..

(2) éu��(K)½.kaq�O^�.

öS. SK10.4:1(1),3,4,5,6,7.
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