习题课2

一、相关内容

    1.第一类曲曲面积分

    解 （1）曲面积分的定义  
 当积分
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     （2）存在条件及性质—与重积分相同。

     （3）计算方法   
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       ②利用对称性或几何意义进行计算。

     （4）应用
①曲面块
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的面积
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    ②曲面状物体
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③曲面状物体的转动惯量：

     对于曲面块
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④曲面状物体的重心坐标
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    2.第二类曲面积分—向量值函数的曲面积分

解 （1）第二类曲面积分的定义 

   ①向量值函数，有向曲面

      向量值场
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     ③由流速场流向曲面块正侧的流量问题，可引出
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（2） 存在条件

   必要条件是
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（3）主要性质

   ①线性性；

 ②对积分域的可加性；

 ③方向性： 
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（4）计算

  ①直接法

  对于
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     ②利用Stokes公式、Gauss公式进行计算。
     ③利用对称性简化计算。

   对于第二类线、面积分利用对称性简化计算时，要注意：

     10不能就组合积分整体使用，要分成单个积分进行； 

     20与Riemann积分的对称性的结论刚好相反，例如曲面光滑
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     30对组合积分也可利用轮换对称性。

    3.两类曲面积分之间的关系
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    4.各种积分之间的关系——Green公式、Stokes公式、Gauss公式

    解 ①Green公式—平面域
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上的二重积分与沿
[image: image101.wmf]L

D

=

¶

的曲线积分的关系


[image: image102.wmf]ò

ò

òò

+

=

+

=

¶

¶

-

¶

¶

+

L

L

D

s

Q

P

y

Q

x

P

y

x

y

P

x

Q

d

]

cos

cos

[

d

d

d

d

)

(

m

l

；

     注意 Green公式对复连通域也是成立的。

     ②Stokes公式—曲面块
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上的曲面积分与沿
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为边界即可，而与其形状无关。此外不难看出：当第三个坐标不出现时，此公式退化为Green公式。

③Gauss公式—空间域
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    5.数量场的梯度、向量场的散度、向量场的旋度

 解 （1）见教材

      （2）直角坐标系中的计算公式

 ①当
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    1.设
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    解1 切平面的法矢量
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    解2 (化为第二类曲面积分)：
[image: image166.wmf]222

2

cos

4

z

xyz

g

=

++

取

，故  


[image: image167.wmf](

)

222222

dd

d

22

,,

44

S

S

xy

zz

S

z

xyz

xyzxyz

r

+

=

++++

òòòò



[image: image168.wmf]22222

11

(4)dd(4)d

44

xy

D

S

xyzxyxy

s

+

=++=--

òòòò



[image: image169.wmf]2

π2

2

00

3

1

d(4)d

π.

42

qrrr

=-=

òò


    2.证明：在不包含原点的单连域内存在函数
[image: image170.wmf](

)

y

x

u

u

,

=

，使得
[image: image171.wmf]2

2

3

2

3

d

d

d

y

xy

x

y

x

x

y

u

+

-

-

=

，并求
[image: image172.wmf](

)

y

x

u

u

,

=

。
    证明
[image: image173.wmf]2

2

3

2

3

y

xy

x

y

P

+

-

=

，
[image: image174.wmf]2

2

3

2

3

y

xy

x

x

Q

+

-

-

=

，
[image: image175.wmf](

)

x

Q

y

xy

x

y

x

y

P

¶

¶

=

+

-

-

=

¶

¶

2

2

2

2

2

3

2

3

3

3


     由
[image: image176.wmf](

)

(

)

2

2

2

2

2

2

3

2

3

y

x

y

x

y

xy

x

+

+

-

=

+

-

知，在不包含原点的单连域内存在函数
[image: image177.wmf](

)

y

x

u

u

,

=

，使得
[image: image178.wmf]y

Q

x

P

u

d

d

d

+

=

。

    
[image: image179.wmf](

)

(

)

(

)

ò

+

+

=

y

x

C

y

Q

x

P

y

x

u

,

 

0

  

,

1

 

d

d

,

 
[image: image180.wmf]ò

ò

+

+

-

-

+

=

x

y

C

y

y

xy

x

x

x

 

1

 

 

0

 

2

2

d

3

2

3

d

0


                    
[image: image181.wmf]ò

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

y

C

x

y

x

x

y

x

 

0

 

2

2

3

d

9

8

3

1

3


          
[image: image182.wmf]C

x

x

y

+

-

-

=

2

2

3

arctan

2

2

1


    3.求
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