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向量代数与空间解析几何向量代数与空间解析几何

（一）向量代数

（二）空间解析几何
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1、向量的概念 设

模：

单位向量：

{ } zkyjxizyxa ++== ,,
222|| zyxa ++=

{ }γβα cos,cos,cos
||

0 ==
a
aa

（一）向量代数

222cos
zyx

x
++

=α
222cos

zyx
y

++
=β

222cos
zyx

z
++

=γ

方向余弦：

1coscoscos 222 =++ γβα
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2、向量的运算

设 { }321 ,, aaaa = { }321 ,, bbbb = { }321 ,, cccc =
加法： { }332211 ,, babababa +++=+

数乘： { }321 ,, aaaa λλλλ =
点乘： 332211 bababa ++=bababa ,cos||||=⋅

321

321

bbb
aaa
kji

ba =×坐标表示：

叉乘：模： bababa ,sin|||||| =×
方向： 成右手系并且垂直于 bababa ×,,,,

几何意义：

面积。为邻边的平行四边形的表示以 baba ,|| ×
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混合积： ( )cba ,, cba ⋅×= )(

321

321

321

ccc
bbb
aaa

=

( ) ( ) ( ) ,,,,,,, bacacbcba == ( ) ( )cabcba ,,,, −=

几何意义：

( ) 积。为棱的平行六面体的体表示以 cbacba ,,,,

ba⊥ 0=⋅ba 0332211 =++ bababa

ba// 0=×ba
3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

==

共面cba ,, ( ) 0,, =cba
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1、平面

[1] 点法式 0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA
[2] 一般式 0=+++ DCzByAx

1=++
c
z

b
y

a
x[3] 平面的截距式方程

（二）空间解析几何

2、空间直线

⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0
0

:
2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

L[1] 一般方程

p
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
−[2] 对称式方程

[3] 参数方程
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=

+=

ptzz
ntyy
mtxx

0

0

0
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3、过直线的平面束

的平面束方程为： 

⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0
0

:
22222

11111

DzCyBxA
DzCyBxA

L
：
：

过直线
π
π

0)( 22221111 =+++++++ DzCyBxADzCyBxA λ

.2 这个平面注意：不包括 π
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( ) ( ) ( )2
12

2
12

2
1221 zzyyxxMM −+−+−=

两点间距离公式:
4、距离

点 ),,( 0000 zyxP 到平面 ByAx + 0=++ DCz 的距离为 

点到平面距离公式

.||
222

000

CBA
DCzByAxd

++
+++

=

到直线点 ),,( 0000 zyxM

的距离为

p
zz

n
yy

m
xxL 111: −

=
−

=
−

点到直线的距离公式

s
sMMd ×

= 10
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已知两直线 ;: 111 vPL 方向向量为，过点

则

;: 222 vPL 方向向量为，过点

共面与 21 LL ⇔

异面与 21 LL ⇔

0)( 2121 =×⋅ vvPP

0)( 2121 ≠×⋅ vvPP

，则它们之间的距离为异面与若 21 LL

||
|)(|

21

2121

vv
vvPPd

×
×⋅

=
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异面直线之间的距离公式



5、夹角

11 : nΠ

22 : nΠ

两向量之间的夹角
||||

,cos
ba
baba ⋅

=

两平面之间的夹角
||||
||,cos

21

21
21 nn

nn ⋅
=ΠΠ

直线与平面之间的夹角
n:Π

vL :
||||
||,sin

nv
nvL ⋅

=Π

两直线之间的夹角
11 : vL

22 : vL||||
||,cos

21

21
21 vv

vvLL ⋅
=
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6、二次曲面

[1] 柱面

母线平行于z轴，准线为：
⎩
⎨
⎧

=
=

0
0),(

z
yxF

 的柱面方

程为： 0),( =yxF  

[2] 旋转曲面

0),(

0
0),(

:

22 =+±

⎩
⎨
⎧

=
=

zyxF

x
z

yxF
L

：曲面方程为

轴旋转一周所成的旋转绕曲线
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[3] 二次曲面

（2）椭球面 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x

（1）球面 22
0

2
0

2
0 )()()( Rzzyyxx =−+−+−

（3）单叶双曲面 12

2

2

2

2

2

=−+
c
z

b
y

a
x

（4）双叶双曲面 12

2

2

2

2

2

−=−+
c
z

b
y

a
x

z
b
y

a
x

=+ 2

2

2

2

（5）椭圆抛物面

z
b
y

a
x

=− 2

2

2

2
（6）双曲抛物面

2

2

2

2

2

2

c
z

b
y

a
x

=+（7）二次锥面
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7、空间曲线在坐标面上的投影

⎩
⎨
⎧

=
=

0),,(
0),,(

zyxG
zyxF

消去变量
 

z 后得：

曲线关于
 
的投影柱面xoy

设空间曲线的一般方程：

⎩
⎨
⎧

=
=

0
0),(

z
yxH空间曲线在

 
面上的投影曲线xoy

0),( =yxH
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多元函数微分学多元函数微分学

（一）极限与连续

（二）偏导数和全微分

（三）方向导数和梯度

（四）极值

（五）几何应用
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（一）极限定义的说明

1、 Ayxf
yy
xx

=
→
→

),(lim
0
0

存在是指： ),( yx 沿任何路

径趋于 ),( 00 yx 时，函数的极限都存在。 

2、求二元函数极限的方法： 

（1）利用定义及性质（夹逼准则；无穷小量

乘有界变量仍为无穷小量）； 

（2）利用一元函数的两个特殊极限及等价无

穷小代换； 

（3）利用极坐标变换化成一元函数的极限。 
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3、确定极限不存在的方法： 

（1）找两条不同路径，使 ),( yx 沿这两条路径

趋向于 ),( 00 yx 时， ),( yxf 的极限都存在，但不

相等； 

（2）找一条特殊路径，使 ),( yx 沿此路径趋向

于 ),( 00 yx 时， ),( yxf 的极限不存在。 
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（二）多元函数连续、可导、可微的关系

函数可微

函数连续

偏导数连续

函数可导
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方向导数存在



证明二元函数不可微的方法
要证明 ),( yxfz = 在 ),( 00 yx 不可微，只需求极限： 

22
0000

0
0

),(),(
lim

yx
yyxfxyxfz yx

y
x Δ+Δ

Δ−Δ−Δ

→Δ
→Δ

 

若此极限存在且等于 0，则 ),( yxfz = 在 ),( 00 yx 可

微，否则 ),( yxfz = 在 ),( 00 yx 不可微，其中 
),(),( 0000 yxfyyxxfz −Δ+Δ+=Δ  

1、全微分定义: ),( yxfz =设
=Δz yyxfxyxf yx Δ+Δ ),(),(

=zd yyxfxyxf yx d),(d),( +

22 )()( yx Δ+Δ=ρ

)(ρo+
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2、求偏导数

1、复合函数微分法（链式法则）

2、隐函数微分法（公式）

3、利用全微分求偏导数
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3、方向导数和梯度

（1）方向导数： ),,( zyxfu = 在 ),,( 0000 zyxM 沿 
{ }γβα cos,cos,cos=l 的方向导数为： 

γβα coscoscos
0000 MMMM z

f
y
f

x
f

l
f

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

（2）梯度： ),,( zyxfu = 在 ),,( 0000 zyxM 的梯度为：

0

0
,,

M
M z

f
y
f

x
fgradu

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

函数沿梯度方向的方向导数最大，其模为方向
 导数的最大值.
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（三）多元函数微分法的应用（三）多元函数微分法的应用

1、在几何中的应用

求曲线的切线及法平面 (关键: 抓住切向量) 

求曲面的切平面及法线 (关键: 抓住法向量) 

空间曲线的切线与法平面

).(),(),(:)1( tzztyytxx ===Γ

{ })(),(),( tztytx ′′′±=τ切向量

,
0),,(
0),,(

:)2(
⎩
⎨
⎧

=
=

Γ
zyxG
zyxF

切向量

zyx

zyx

GGG
FFF
kji

±=τ
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曲面的切平面与法线

.0),,(:)1( =zyxFπ

{ }zyx FFFn ,,±=法向量

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

),(
),(
),(

:)2(
vuzz
vuyy
vuxx

π

vvv

uuu

zyx
zyx
kji

n ±=法向量
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2、极值

1、必要条件：极值点是稳定点。

2、充分条件： ),,( yxfz =若 ,0),( 00 =yxfx

,0),( 00 =yxf y ,),( 00 Ayxfxx =令：
,),( 00 Byxfxy = 则,),( 00 Cyxf yy =

在点 ),( 00 yx 处是否取得极值的条件如下： 

（1） 02 >− BAC 时有极值， 

     当 0<A 时有极大值， 当 0>A 时有极小值； 

（2） 02 <− BAC 时没有极值； 

（3） 02 =− BAC 时可能有极值. 

),( yxf

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



3、求函数 ),( yxfz = 极值的一般步骤： 

第一步： 解方程组 ,0),( =yxf x 0),( =yxf y

求出实数解，得驻点. 

第二步：对于每一个驻点 ),( 00 yx ， 

求出二阶偏导数的值 CBA 、、 . 

第三步：定出 2BAC − 的符号， 
再判定是否是极值. 
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4、求条件极值的一般步骤： 

目标函数： ),,( zyxfu = ，

约束条件： 0),,( =zyxϕ   

（1）构造函数  
),,(),,(),,,( zyxzyxfzyxF λϕλ += ， 

（2）解方程 
0=xF  ， 0=yF ， 0=zF ， 0=λF  

解出 λ,,, zyx ，其中 zyx ,, 就是可能的极值点的
坐标（即条件极值的稳定点）。 

（3）判定此稳定点是否为条件极值的极值点。
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重积分重积分

（一）二重积分

（二）三重积分

（三）重积分的应用

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



二重积分的定义：

二重积分的性质：

和式的极限

（一）二重积分（一）二重积分
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几何意义：曲顶柱体的体积 σdyxfV
D
∫∫= ),(  

物理意义：平面薄片的质量 σμ dyxm
D
∫∫= ),(  

1、二重积分的概念：



1.
 

如果
 

D 关于
 

y  轴对称，则

(1)若
 

f (x , y) 关于
 

x 是奇函数，则
 

I = 0；

(2)若
 

f (x , y) 关于
 

x 是偶函数，则 dxdyyxfI
D
∫∫=

1

),(2

2.  如果
 

D 关于
 

x 轴对称，则

(1)若
 

f (x , y) 关于
 

y 是奇函数，则
 

I = 0；

(2)若
 

f (x , y) 关于
 

y 是偶函数，则 dxdyyxfI
D
∫∫=

1

),(2

关于二重积分的奇偶对称性：

轮换对称性：若平面有界闭区域
 

D 关于直线 y = x 

对称，则 σσ dxyfdyxf
DD
∫∫∫∫ = ),(),(

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



2、二重积分的计算

（1）二重积分在直角坐标下的计算公式

（在积分中要正确选择积分次序）

.),(),(
)(

)(

2

1
∫∫ ∫ ∫=
D

b

a

x

x
dyyxfdxdyxf

ϕ

ϕ
σ

.),(),(
)(

)(

2

1
∫∫ ∫ ∫=
D

d

c

y

y
dxyxfdydyxf

ϕ

ϕ
σ

［X－型］

［Y－型］

（2）二重积分在极坐标系下的计算公式

.)sin,cos(),( ∫∫∫∫ =
DD

rdrdrrfdxdyyxf θθθ

注意利用对称性化简计算
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1、三重积分的概念

三重积分的性质：

和式的极限

（二）三重积分（二）三重积分

Ω=∫∫∫
Ω

dv 的体积； 
三重积分的定义：

奇偶对称性：若空间区域Ω被xoy平面（或 yoz平面 ，

zox平面）分成对称的两块 1Ω ， 2Ω 。 

（ii）若 ),,( zyxf 关于z (或 x，或 y)是奇函数，则：  

（i）若 ),,( zyxf 关于z (或 x，或 y)是偶函数，则： 

∫∫∫∫∫∫
ΩΩ

=
1

),,(2),,( dvzyxfdvzyxf ∫∫∫
Ω

=
2

),,(2 dvzyxf

0),,( =∫∫∫
Ω

dvzyxf
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机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

dvzxyfdvzyxf ∫∫∫∫∫∫
ΩΩ

= ),,(),,(

=

轮换对称性：若空间区域
 

Ω
 

关于直线
 

x=y=z 对
 称，那么被积函数

 
f ( x, y, z) 中的变量

 
x, y, z 无论

 怎样互换，积分值不会改变。即

dvyzxfdvxzyf ∫∫∫∫∫∫
ΩΩ

== ),,(),,(



2、三重积分的计算方法

方法1：“先单后重”

方法2：“先重后单”

∫∫∫=
),(

),(

2

1
d),,(dd

yxz

yxzD
zzyxfyx∫∫∫Ω vzyxf d),,(

∫∫∫=
ZD

b

a
yxzyxfz dd),,(d∫∫∫Ω vzyxf d),,(

注意利用对称性化简计算

（1）三重积分在直角坐标下的计算公式
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∫∫∫
Ω

dxdydzzyxf ),,( .),sin,cos(∫∫∫
Ω

= dzrdrdzrrf θθθ

（2）三重积分在柱坐标下的计算公式

（3）三重积分在直角坐标下的计算公式

∫∫∫
Ω

=dxdydzzyxf ),,(

∫∫∫
Ω

θϕϕϕθϕθϕ ddrdrrrrf sin)cos,sinsin,cossin( 2
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(三)、重积分计算的基本方法小结

1. 选择合适的坐标系；
2. 选择易计算的积分次序；

图示法

列不等式法
3. 掌握确定积分限的方法：

分块积分法

利用对称性

4. 利用奇偶对称性和轮换对称性简化计算；

6. 消去被积函数绝对值符号

7. 利用重积分换元公式

5. 利用重心公式简化计算；
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（四）重积分的应用

(1)   曲顶主体的体积 ∫∫=
D

dxdyyxfV .),(

(2)   平面区域的面积 ∫∫=
D

dxdyS .

(3)   空间区域的体积 ∫∫∫
Ω

= dxdydzV

S的面积为

;1
22

dxdy
y
z

x
zA

xyD
∫∫ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+=

(4)   曲面面积 ),(: yxfzS =
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,
),(

),(

∫∫
∫∫

=

D

D

dyx

dyxx
x

σρ

σρ
.

),(

),(

∫∫
∫∫

=

D

D

dyx

dyxy
y

σρ

σρ

平面薄片D的面密度为 ),( yxρ ，则重心为： 
(5)   重心

空间物体Ω的密度为 ),,( zyxρ ，则重心为：

.∫∫∫
Ω

= dvM ρ其中

,1
∫∫∫
Ω

= dvx
M

x ρ ,1
∫∫∫
Ω

= dvy
M

y ρ

.1
∫∫∫
Ω

= dvz
M

z ρ
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,),(2∫∫=
D

x dyxyI σρ

.),(2∫∫=
D

y dyxxI σρ

平面薄片D的面密度为 ),( yxρ ，则它对于 x
轴、 y轴和原点的转动惯量分别为： 

(6)   转动惯量

.),()( 22
0 ∫∫ +=

D

dyxyxI σρ
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空间物体Ω体密度为 ),,( zyxρ ，则该物体对
坐标轴及原点的转动惯量为 

,),,()( 22∫∫∫
Ω

+= dvzyxzyI x ρ

,),,()( 22∫∫∫
Ω

+= dvzyxxzI y ρ

,),,()( 22∫∫∫
Ω

+= dvzyxyxIz ρ

.),,()( 222∫∫∫
Ω

++= dvzyxzyxIo ρ
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物体占有空间区域 Ω，体密度 ),,( zyxρ ，区域 
Ω外有一质量为 0m 的质点 ),,( 0000 zyxP ，则物体对
质点 0P 的引力为: },,{ zyx FFFF =

(7)   引力

dV
r

xxzyxkmFx ∫∫∫
Ω

−
= 3

00 ))(,,(ρ

dV
r

yyzyxkmFy ∫∫∫
Ω

−
= 3

00 ))(,,(ρ

dV
r

zzzyxkmFz ∫∫∫
Ω

−
= 3

00 ))(,,(ρ

其中：k为引力常数， 2
0

2
0

2
0 )()()( zzyyxxr −+−+−=
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（一）曲线积分与曲面积分

（二）各种积分之间的联系

（三）场论初步

曲线积分与曲面积分曲线积分与曲面积分
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曲 线 积 分

第一类曲线积分 第二类曲线积分

定
 义 ∑∫

=
→λ

Δηξ=
n

i
iiiL

sfdsyxf
10

),(lim),( ∫ +
L

dyyxQdxyxP ),(),(
]),(),([lim

10 iii

n

i
iii yQxP Δηξ+Δηξ= ∑

=
→λ

联
 系

dsQPQdyPdx
LL

)coscos( βα∫∫ +=+

计

算
∫
∫

β

α
ψ′+ϕ′ψϕ= dtf

dsyxf
L

22],[

),(

与方向无关 )( β<α

∫
∫

β

α
ψ′ψϕ+ϕ′ψϕ=

+

dtQP

QdyPdx
L

]),(),([

与方向有关
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（一）第一类曲线积分的计算

，则的参数方程为、 )(
),(
),(

1 βα
ψ
ϕ

≤≤
⎩
⎨
⎧

=
=

t
ty
tx

L

)()()()](),([),( 22 βαψϕψϕ
β

α
<′+′= ∫∫ ，dtttttfdsyxf

L

2、L 的直角坐标方程 ,)()( bxaxyy ≤≤=

∫L syxf d),( ∫=
b

a
xyxf ))(,( xxy d)(1 2′+

3、
 

L 的极坐标方程为： ,)(θrr = ，βθα ≤≤

∫L dsyxf ),( θθθθθθθ
β

α
drrrrf∫ ′+= )()(]sin)(,cos)([ 22

则
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5、 若曲线L的方程为：
⎩
⎨
⎧

=
=

0),,(
0),,(

zyxG
zyxF

，则需化成参数

方程，再进一步用公式求。 

)().(),(),(: βαωψϕ ≤≤=== ttztytxL

)(

)()()()](),(),([

),,(

222

βα

ωψϕωψϕ
β

α

<

′+′+′= ∫
∫Γ

dtttttttf

dszyxf

4、L 为空间曲线
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∫ +
L

yyxQxyxP d),(d),(

{ } tttQttP
b

a
d        )](),([        )](),([∫ += ψϕψϕ )(tϕ′ )(tψ ′

1、
 

对有向光滑弧

2、对有向光滑弧 baxxyL →= :,)(: ϕ

{ } xxxQxxP
b

a
d        )](,[)](,[∫ += ϕϕ )(xϕ′

∫ +
L

yyxQxyxP d),(d),(

,
)(
)(

:
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

L
ψ
ϕ

bat →:

（二）第二类曲线积分的计算
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3、 若曲线
 

L 的方程为极坐标方程： ,)(θrr = βαθ →:

先化成参数方程： ,
sin)(
cos)(

⎩
⎨
⎧

=
=

θθ
θθ

ry
rx

βαθ →:
然后用公式计算。

4、 若曲线 L 的方程为：
⎩
⎨
⎧

=
=

0),,(
0),,(

zyxG
zyxF

，则需化成参数

方程，再进一步用公式求。 

zzyxRyzyxQxzyxP d),,(d),,(d),,( ++∫Γ

bat
tz
ty
tx

→
=
=
=

:,
)(
)(
)(

ω
ψ
φ

{∫=
b

a
tttP )](,)(),([ ωψϕ )(tϕ′ )(tψ ′

)(tω′
)](,)(),([ tttQ ωψϕ+

)](,)(),([ tttR ωψϕ+ } td

5、
 

对空间有向光滑弧 Γ
 

:
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曲面积分

对面积的曲面积分 对坐标的曲面积分

定
 义

∑∫∫
=→

Σ

Δ=
n

i
iiii sfdszyxf

10
),,(lim),,( ζηξ

λ xyi

n

i
iii SRdxdyzyxR )(),,(lim),,(

10
Δ= ∑∫∫

=→
Σ

ζηξ
λ

联
 系

∫∫
Σ

++ RdxdyQdzdxPdydz

计

算

∫∫
Σ

++= dSRQP )coscoscos( γβα

∫∫
Σ

dszyxf ),,(

∫∫ ++=
xyD

yx dxdyzzyxzyxf 221)],(,,[
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∫∫
Σ

++ RdxdyQdzdxPdydz

[ ]∫∫ −⋅±=
xyD

xzyxzyxP )(),(,,{

[ ] dxdyyxzyxR }1),(,, ⋅+

[ ] )(),(,, yzyxzyxQ −+



;1)],(,,[ 22 dxdyzzyxzyxf
xyD

yx∫∫ ′+′+=∫∫
Σ

dSzyxf ),,(
，则若曲面 ),(:.1 yxzz =Σ
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（三）第一类曲面积分的计算

;1]),,(,[ 22 dxdzyyzzxyxf
xzD

zx∫∫ ′+′+=∫∫
Σ

dSzyxf ),,(

.1],),,([ 22 dydzxxzyzyxf
yzD

zy∫∫ ′+′+=∫∫
Σ

dSzyxf ),,(

，则：若曲面 ),(.3 zyxx =Σ

，则：若曲面 ),(.2 zxyy =Σ



1、若 Σ的方程为： ),( yxzz = ， xyDyx ∈),( ，则 

其中：若Σ取上侧，取正号，Σ取下侧，取负号。

∫∫
Σ

++ RdxdyQdzdxPdydz

[ ] [ ]∫∫ −+−⋅±=
xyD

yx zyxzyxQzyxzyxP )(),(,,)(),(,,{

[ ] dxdyyxzyxR }1),(,, ⋅+
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（四）第二类曲面积分的计算



2、若 Σ的方程为： ),( zyxx = ， yzDzy ∈),( ，则

其中：若Σ取前侧，取正号，Σ取后侧，取负号。

∫∫
Σ

++ RdxdyQdzdxPdydz

[ ] [ ]∫∫ −+⋅±=
yzD

yxzyzyxQzyzyxP )(,),,(1,),,({

[ ] dydzxzyzyxR z )}(,),,( −+

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



3、若 Σ的方程为： ),( xzyy = ， zxDxz ∈),( ，则

其中：若Σ取右侧，取正号，Σ取左侧，取负号。

∫∫
Σ

++ RdxdyQdzdxPdydz

[ ] [ ]∫∫ ⋅+−±=
zxD

x zxzyxQyzxzyxP 1),,(,)(),,(,{

[ ] dzdxyzxzyxR z )}(),,(, −+
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与平面路径无关的四个等价命题

条
 件

在平面单连通开区域 D上 ),(),,( yxQyxP 具有连

续的一阶偏导数,则以下四个命题等价. 

∫ +
L

QdyPdxD 与路径无关内在)1(

∫ ⊂∀=+
C

DCQdyPdx 闭曲线,0)2(

QdyPdxduyxUD +=使内存在在 ),()3(

x
Q

y
PD

∂
∂

=
∂
∂,)4( 内在

等

价

命

题
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与曲面无关的四个等价命题

条
 件

在空间二维单连通区域G上 ),,( zyxP ， ),,( zyxQ ，

),,( zyxR 具有连续的一阶偏导数，则下述命题等价

0)3( =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
R

y
Q

x
PG内，恒有在

等

价

命

题

与曲面无关内在 ∫∫
Σ

++ RdxdyQdzdxPdydzG)1(

GRdxdyQdzdxPdydzG ⊂Σ∀=++∫∫
Σ

,0)2( 内在
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与空间路径无关的四个等价命题

条
 件

在空间一维单连通区域G上 ),,( zyxP ， ),,( zyxQ ，

),,( zyxR 具有连续的一阶偏导数，则以下命题等价.

∫ ++
L

RdzQdyPdxG 与路径无关内在)1(

∫Γ ⊂Γ∀=++ GRdzQdyPdx 闭曲线,0)2(

RdzQdyPdxduzyxUG ++=使内存在在 ),,()3(

等

价

命

题 z
P

x
R

y
R

z
Q

x
Q

y
PG

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ,,)4( 内，在
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格林公式

)()( 的正向沿LQdyPdxdxdy
y
P

x
Q

L
D

∫∫∫ +=
∂
∂

−
∂
∂

∫∫∫∫∫
ΣΩ

++=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ RdxdyQdzdxPdydzdv

z
R

y
Q

x
P )(

高斯公式

        ∫∫
Σ ∂

∂
∂
∂

∂
∂

RQP
zyx

dxdydzdxdydz

 ∫
Γ

++= RdzQdyPdx  

斯托克斯公式
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第一类曲线积分、曲面积分的计算方法

1. 直接利用计算公式计算；

2. 利用奇偶对称性和轮换对称性简化计算；

3. 利用形心坐标简化计算。

几何应用：柱面及旋转曲面的侧面积

物理应用：质心，转动惯量，引力
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第二类曲线积分的计算方法

1. 利用公式，化为定积分计算。

3. 利用积分与路经无关的定理，选取适当的积

分路径，可以简化计算。

2. 补上辅助曲线（如平行于坐标轴的直线等）

形成封闭曲线，然后利用格林公式转化为二重

积分和辅助线上的曲线积分。

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



第二类曲面积分的计算方法

1. 利用公式，化为二重积分计算。

3. 利用斯托克斯公式化成第二类曲线积分，

有时可以简化计算。

2. 补上辅助曲面（如平行于坐标面的平面等）

形成封闭曲面，然后利用高斯公式转化为三重

积分和辅助面上的曲面积分。
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梯度 k
z
uj

y
ui

x
ugradu

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

旋度

z
R

y
Q

x
PAdiv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

k
y
P

x
Qj

x
R

z
Pi

z
Q

y
R )()()(

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

=

散度

场论初步

RQP
zyx

kji

Arot
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
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级数级数

（一）数项级数

（二）幂级数

（三）泰勒级数

（四）傅里叶级数
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（一）数项级数的判别法

1. 正项级数判别法

必要条件 0lim =
∞→ nn

u 不满足 发 散

满足

比值判别法      lim
∞→n

1+nu
nu ρ=

根值判别法 ρ=
∞→

n
nn

ulim

1<ρ
收 敛 发 散

1=ρ
不定 比较判别法

用它法判别 积分判别法

部分和极限

1>ρ
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Presentation Notes�
( L. P371 第一节) (L.P373 表6-1 ) (参考L. P374 说明② )�



（1）
 

比较判别法

若∑
∞

=1n
nu 收敛(发散)且 )( nnnn vuuv ≤≤ , 

则∑
∞

=1n
nv 收敛(发散). 

（2）比较判别法的极限形式

则 时,

有相同的敛散性；

+∞<< l0

时，0=l

,
1
∑
∞

=n
nv ∑

∞

=1n
nu

当 时, 发散，则 发散；+∞=l ∑
∞

=1n
nu∑

∞

=1n
nv

如果 ,lim l
v
u

n

n
n

=
∞→

收敛，则 收敛；∑
∞

=1n
nv ∑

∞

=1n
nu
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(3) 比值判别法(达朗贝尔 D’Alembert 判别法) 

设∑
∞

=1n
nu 是正项级数,如果 )(lim 1 ∞+=+

∞→
数或ρρ

n

n
n u

u  

则 1<ρ 时级数收敛; 1>ρ 时级数发散; 1=ρ 时失效. 

(4) 根值判别法 (柯西判别法) 

设∑
∞

=1n
nu 是正项级数,  

如果 ρ=
∞→

n
nn

ulim )( ∞+为数或ρ , 

则 1<ρ 时级数收敛; 1>ρ 时级数发散; 1=ρ 时失效. 
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(5) 柯西积分判别法 

设∑
∞

=1n
nu 是正项级数。若存在一个定义

在 ),1[ +∞ 上的单调下降的非负函数 )(xf ，满

足 )(nfun = ， ,2,1=n ，则级数∑
∞

=1n
nu 收敛

的充分必要条件为 dxxf∫
∞+

1
)( 收敛。 
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2、任意项级数判别法

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

Leibniz判别法:
 

若 ,01 >≥ +nn uu 且 ,0lim =
∞→ nn

u

则交错级数 n
n

nu∑
∞

=

−
1

)1( 收敛 ,

概念:

且余项 .1+≤ nn ur

∑
∞

=1n
nu若 收敛 , ∑

∞

=1n
nu称 绝对收敛

∑
∞

=1n
nu若 发散 , ∑

∞

=1n
nu称 条件收敛
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为收敛级数∑
∞

=1n
nu

Presenter�
Presentation Notes�
( L. P374, 5 )�



比值判别法(达朗贝尔 D’Alembert 判别法)： 

设∑
∞

=1n
nu 是任意项级数,且 ρ=+

∞→ n

n
n u

u 1lim ，则 

（1） 1<ρ 时级数绝对收敛； 

（2） 1>ρ （或 +∞= ）时级数发散。 

根值判别法 (柯西判别法)： 

设∑
∞

=1n
nu 是任意项级数,且 ρ=

∞→
n

nn
u ||lim ，则

（1） 1<ρ 时级数绝对收敛； 
（2） 1>ρ （或 +∞= ）时级数发散。 
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1、幂级数收敛半径求法

如果幂级数∑
∞

=0n

n
n xa 的所有系数 0≠na , 

设  ρ=+

∞→
n

n

n a
a 1lim   (或 ρ=

∞→
n

nn
alim ) 

(1) 则当 0≠ρ 时,
ρ

=
1R ; 

(3) 当 +∞=ρ  时, 0=R . 

(2) 当 0=ρ  时, +∞=R ; 

（二）幂级数
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•
 

标准形式幂级数: 先求收敛半径
 

R ,  再讨论

Rx ±=

•
 

非标准形式幂级数
通过换元转化为标准形式

直接用比值法或根值法

处的敛散性
 

.

求幂级数收敛域的方法
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2、幂级数和函数的分析运算性质:

    幂级数∑
∞

=0n

n
n xa 的和函数 )( xs 在收敛区间 ),( RR−

内连续,在端点收敛,则在端点单侧连续. 

    幂级数∑
∞

=0n

n
n xa 的和函数 )( xs 在收敛区间 ),( RR−

内可积,且对 ),( RRx −∈∀ 可逐项积分. 

    幂级数∑
∞

=0n

n
n xa 的和函数 )( xs 在收敛区间 ),( RR−

内可导, 并可逐项求导任意次. 

利用以上性质求幂级数的和函数。
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•
 

求部分和的极限；
3、幂级数和函数的求法

求和

•
 

逐项求导或逐项求积分

逐项求导或求积分
n

n
n xa∑

∞

=

∗

0

)(* xS对和式积分或求导)(xS

难

直接求和: 直接变换,
间接求和: 转化成幂级数求和, 再代值

求部分和等

•
 

分解（拆相相消）、套用公式；
（在收敛区间内）

•
 

数项级数
求和

n

n
n xa∑

∞

=0
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4、常用已知和函数的幂级数

;
1

1)1(
0 x

x
n

n

−
=∑

∞

=

;
1

1)1()2(
0 x

x
n

nn

+
=−∑

∞

=

;
!

)5(
0

x

n

n

e
n
x

=∑
∞

=

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

的形式；逐项求导化为 )1()3(
1
∑
∞

=n

n

n
x

的形式。逐项求积分化为 )1()1()4(
1
∑
∞

=

+
n

nxn



机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

);1ln()9(
1

x
n
x

n

n

−−=∑
∞

=

x
n
x

n

n
n sin

)!12(
)1()6(

0

12

=
+

−∑
∞

=

+

x
n

x
n

n
n cos

)!2(
)1()7(

0

2

=−∑
∞

=

);1ln()1()8(
1

1 x
n
x

n

n
n +=−∑

∞

=

−



（三）泰勒级数

1. 定义：如果 )(xf 在点 0x 处任意阶可导,则幂级数

n

n

n

xx
n

xf )(
!

)(
0

0

0
)(

−∑
∞

=

称为 )(xf 在点 0x 的泰勒级数. 

n

n

n

x
n

f∑
∞

=0

)(

!
)0(

称为 )(xf 在点 0=x 的麦克劳林级数. 

•
 

直接展开法

•
 

间接展开法 — 利用已知函数的展开式及幂级数
 的性质

— 利用泰勒级数

2.  函数的幂级数展开法
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),(
!

1
!2

11 2 +∞−∞∈+++++= xx
n

xxe nx

+
+

−+−+−=
+

)!12(
)1(

!5
1

!3
1sin
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3.  常用函数的泰勒级数
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1. 三角函数系
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π

π−
nxdx ,0sin =∫

π

π−
nxdx

（四）傅里叶级数

),2,1( =n其中

正交性

⎩
⎨
⎧

=π
≠

=∫
π

π− nm
nm

nxdxmx
,
,0

sinsin

⎩
⎨
⎧

=π
≠

=∫
π

π− nm
nm

nxdxmx
,
,0

coscos

0cossin =∫
π
π− nxdxmx ),2,1,( =nm其中

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束



(1).周期为
 

2π
 

的函数的傅里叶级数及收敛定理
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2.函数的傅里叶级数展开法
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为连续点

则和函数为:

余弦级数

(2). 周期为
 

2π
 

的奇、偶函数的傅里叶级数

• 奇函数 正弦级数

• 偶函数
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(4). 周期为2l 的函数的傅里叶级数展开公式
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3、
 

求傅里叶展开式的步骤;

1.验证是否满足狄利克雷条件；

3.求出傅里叶系数;

4.写出傅里叶级数；
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5.写出和函数。

2.判断奇偶性;
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