
  大自然这本书是用数学语言写成的.
———伽利略

一种科学只有在成功地运用数学时,才算达

到完善的地步.
———马克思

致 同 学

亲爱的同学,你感到高中阶段的学习生活有趣吗?
我们知道,数学与生活紧密相连.数学可以帮助我们认识世界,

改造世界,创造新的生活.数学是高中阶段的重要学科,不仅是学习

物理、化学等学科的基础,而且对我们的终身发展有较大的影响.
面对实际问题,我们要认真观察、实验、归纳,大胆提出猜想.为

了证实或推翻提出的猜想,我们要通过分析,概括、抽象出数学概念,
通过探究、推理,建立数学理论.我们要积极地运用这些理论去解决

问题.在探究与应用过程中,我们的思维水平会不断提高,我们的创

造能力会得到发展.在数学学习过程中,我们将快乐地成长.
考虑到广大同学的不同需要,本书提供了较大的选择空间.
书中的引言、正文、练习、习题中的“感受·理解”部分、阅读、回

顾等内容构成一个完整的体系.它体现了教材的基本要求,是所有学

生应当掌握的内容.相信你一定能学好这部分内容.
本书还设计了一些具有挑战性的内容,包括思考、探究、链接,以

及习题中的“思考·运用”、“探究·拓展”等,以激发你探索数学的兴

趣.在掌握基本内容之后,选择其中一些内容作思考与探究,你会更

加喜欢数学.
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本书部分常用符号   

Am
n      从n个不同的元素中选出m 个不同元素的排列数

n!    将n个不同的元素进行全排列的排列数

Cm
n    从n个不同的元素中选出m 个不同元素的组合数

P(X =xi)    随机变量X取值为xi 时对应的随机事件发生的概率

X~H(n,M,N)    随机变量X 服从参数为n,M,N 的超几何分布

X ~B(n,p)    随机变量X 服从参数为n,p的二项分布

􀭿A    随机事件A 的对立事件

P(A)    随机事件A 发生的概率

P(A|B)    随机事件B发生的条件下随机事件A 发生的概率

P(AB)    随机事件A,B 同时发生的概率

E(X)(或μ)    随机变量X 的均值或数学期望

V(X)(或σ2)    随机变量X 的方差

V(X)(或σ)  随机变量X 的标准差

X ~N(μ,σ2)  随机变量X 服从参数为μ,σ2 的正态分布

χ2  χ2 分布

X X 数据的均值
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有待探索的自然界是有规律的.相信基本规律是简明

单纯的.
———爱因斯坦

人们在社会生活的各个方面都经常需要进行计数,如电话号码

的编排、密码的设定、彩票的设计、集成电路的布线安排,以及计算机

的程序编制,等等.
某市目前汽车牌照的号码使用2个英文字母后接4个阿拉伯数

字的方式构成(其中第一个字母是固定不变的),那么可能的汽车牌

照号 码 共 有 多 少 个? 估 计 该 市 到 2008 年 汽 车 保 有 量 将 达 到

1000000辆,到时怎样调整汽车牌照号码的构成方式,才可以满足

需要?
下图是某城市的街道.西北角是某同学的家,东南角是学校.问:

从家经东西4条街、南北5条街到学校(最短距离),有几种不同的

走法? 

● 利用怎样的模型刻画和解决计数问题?
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(1)如图1 1 1(1),从甲地到乙地有3条公路、2条铁路,某人

要从甲地到乙地,共有多少种不同的方法?
(2)如图1 1 1(2),从甲地到乙地有3条道路,从乙地到丙地

有2条道路,那么从甲地经乙地到丙地共有多少种不同的方法?

(1)    (2)

图1 1 1

● 上述两个问题有什么区别?

● 由这两个问题分别可以得到怎样的数学模型?

首先考察问题(1).
公路有3条,走任意一条公路都能完成从甲地到乙地这件事;而

铁路有2条,走任意一条铁路也都能完成从甲地到乙地这件事.所以

从甲地到乙地共有

3+2=5

种不同的方法.
再考察问题(2).
必须经过先从甲地到乙地,再从乙地到丙地两个步骤,才能完成

从甲地经乙地到丙地这件事(图1 1 2).

图1 1 2

从甲地到乙地有3种不同的方法,从乙地到丙地有2种不同的方

法.所以,从甲地经乙地到丙地共有

3×2=6

种不同的方法.
根据上述分析可知,在问题(1)中,任选一种方法都能达到完成
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这件事的目的.在问题(2)中,必须依次连续完成两个步骤,才能达到

完成这件事的目的.
一般地,我们有:

  分类计数原理又

称为加法原理.

  分类计数原理 如果完成一件事,有n类方式,在第1类方

式中有m1 种不同的方法,在第2类方式中有 m2 种不同的方

法,……在第n类方式中有mn 种不同的方法,那么完成这件事

共有

N =m1+m2+…+mn

种不同的方法.

  分步计数原理又

称为乘法原理.

  分步计数原理 如果完成一件事,需要分成n个步骤,做第

1步有m1 种不同的方法,做第2步有m2 种不同的方法,……做

第n步有mn 种不同的方法,那么完成这件事共有

N =m1×m2×…×mn

种不同的方法.

例1 某班共有男生28名、女生20名,从该班选出学生代表参加校

学代会.
(1)若学校分配给该班1名代表,则有多少种不同的选法?
(2)若学校分配给该班2名代表,且男、女生代表各1名,则有多

少种不同的选法?
解 (1)选出1名代表有2类方式:第1类是从男生中选出1名代

表,有28种不同方法;第2类是从女生中选出1名代表,有20种不同

方法.根据分类计数原理,共有不同的选法种数是

28+20=48.

(2)选出男、女生代表各1名,可以分成2个步骤完成:
第一步 选1名男生代表,有28种不同方法;
第二步 选1名女生代表,有20种不同方法.
根据分步计数原理,选出男、女生代表各1名,共有不同的选法种

数是

28×20=560.

答 选出1名代表有48种不同的选法;选出男、女生代表各1名,有
560种不同的选法.

例2 (1)在图1 1 3(1)的电路中,仅合上1只开关接通电路,有
多少种不同的方法?
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(2)在图1 1 3(2)的电路中,仅合上2只开关接通电路,有多

少种不同的方法?

(1)   (2)
图1 1 3

解 (1)在图1 1 3(1)中,按要求接通电路,只要在A 中的2只开

关或B 中的3只开关中合上1只即可.根据分类计数原理,共有

2+3=5

种不同的方法.
(2)在图1 1 3(2)中,按要求接通电路必须分两步进行:第一

步,合上A 中的1只开关;第二步,合上B 中的1只开关.根据分步计

数原理,共有

2×3=6

种不同的方法.
答 图1 1 3(1)的电路中,仅合上1只开关接通电路,有5种不同

的方法;图1 1 3(2)的电路中,仅合上2只开关接通电路,有6种不

同的方法.

例3 为了确保电子信箱的安全,在注册时,通常要设置电子信箱密

码.在某网站设置的信箱中,
(1)密码为4位,每位均为0~9这10个数字中的1个数字,这

样的密码共有多少个?
(2)密码为4位,每位是0~9这10个数字中的1个,或是从A

到Z 这26个英文字母中的1个,这样的密码共有多少个?
(3)密码为4~6位,每位均为0~9这10个数字中的1个,这样

的密码共有多少个?
解 (1)设置4位密码,每一位上都可以从0~9这10个数字中任

取1个,有10种取法.根据分步计数原理,4位密码的个数是 

10×10×10×10=10000.

(2)设置4位密码,每一位上都可以从0~9这10个数字或从A
到Z 这26个英文字母中任取1个,共有10+26=36种取法.根据分

步计数原理,4位密码的个数是

36×36×36×36=1679616.
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(3)设置的密码为4~6位,每位均为0~9这10个数字中的1
个,这样的密码共有3类.其中4位密码、5位密码、6位密码的个数分

别为104,105,106.根据分类计数原理,设置由数字0~9组成的4~
6位密码的个数是

104+105+106 =1110000.

答 满足条件的密码的个数分别为10000,1679616和1110000个.

例4 有5种不同的书(每种不少于3本),从中选购3本送给3名

同学,每人各1本,共有多少种不同的送法?
解 送给第一个同学1本书有5种不同的选购方法,送给第二、第三

个同学各1本书,仍各有5种不同的选购方法.因此,根据分步计数原

理,送给3名同学每人各1本书的不同方法种数是

5×5×5=125.

答 共有125种不同的送法.

练 习 1. 已知某种新产品的编号由1个英文字母和1个数字组合而成,且英文字母在

前.其中英文字母可以是A,B,C,D,E,F 这6个字母中的1个,数字可以

是1,2,…,9这9个数字中的1个.问:共有多少种不同的编号?

2. 某人有4枚明朝不同年代的古币和6枚清朝不同年代的古币.
(1)若从中任意取出1枚,则有多少种不同取法?
(2)若从中任意取出明、清古币各1枚,则有多少种不同取法?

3. 从甲地到乙地,可以乘飞机,也可以乘火车,还可以乘长途汽车.每天飞机

有2班,火车有4班,长途汽车有10班.一天中,乘坐这些交通工具从甲地

到乙地共有多少种不同的方法?

4. 手表厂为了生产更多款式新颖的手表,给统一的机芯设计了4种形状的外

壳、2种颜色的表面及3种形式的数字.问:共有几种不同的款式?

5. 现有高中一年级的学生4名,高中二年级的学生5名,高中三年级的学生

3名. 
(1)从中任选1人参加夏令营,有多少种不同的选法?
(2)从每个年级的学生中各选1人参加夏令营,有多少种不同的选法?

(第6题)

6. 如图,从甲地到乙地有3条公路,从乙地到丙地有2条公路,从甲地不经过乙

地到丙地有2条水路.问:
(1)从甲地经乙地到丙地有多少种不同的走法?
(2)从甲地到丙地共有多少种不同的走法?

7. 若4名学生报名参加数学、计算机、航模兴趣小组,每人选报1项,则不同的

报名方式有(  ).
A.34 种     B.43 种    C.3×2×1种    D.4×3×2种
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习题1.1  

感受·理解 1. 为了准备晚饭,小张找出了3种冷冻蔬菜、5种罐装蔬菜和4种不同的新鲜

蔬菜.如果晚饭时小张只吃1种蔬菜,那么共有多少种不同的选择?

2. 在数学选修课程目录中,1个学生在选修系列3中发现了4门有趣的课程,

在选修系列4中发现了6门有趣的课程.如果这个学生决定在选修系列3
和选修系列4中各选1门有趣的课程作为新学期的选修课,那么他有多少

种不同的选择?

3. 一个口袋里有5封信,另一个口袋里有4封信,每封信的内容均不相同.
(1)若从2个口袋里任意取出1封信,则有多少种不同的取法?

(2)若从2个口袋里各自任意取出1封信,则有多少种不同的取法?

4. 某校“数学俱乐部”有高一学生10人,高二学生8人,高三学生7人.
(1)若从中选出1人担任总干事,则有多少种不同的选法?

(2)若从每一个年级各选1名担任年级组长,则有多少种不同的选法?

5. 如图,从甲地到乙地有3条路,从乙地到丁地有2条路;从甲地到丙地有2
条路,从丙地到丁地有4条路.问:从甲地到丁地共有多少种不同的

走法?

(第5题)     (第6题)

6. 如图,一条电路从A 处到B 处接通时,可以有多少条不同的线路(每条线路

仅含1条通路)?

7.(1)连续抛掷1颗骰子2次,用树形图画出掷出的点数的所有可能情况;

(2)第一次抛壹元币,第二次抛伍角币,第三次抛壹角币,试用树形图画出3
次抛掷后3枚硬币向上的一面是正面或是反面的所有可能情况.

8. 已知一个两位数中的每个数字都从1,2,3,4中任意选取.
(1)如果两位数中的数字不允许重复使用,那么能得到多少个不同的两

位数?

(2)如果两位数中的数字允许重复使用,那么能得到多少个不同的两位数?

9. 用1,5,9,13中任意一个数作分子,4,8,12,16中任意一个数作分母,可

组成多少个不同的分数? 可组成多少个不同的真分数? 

10.(1)乘积 (a+b+c+d)(m+n)(x+y+z)展开后共有多少项?

(2)∑
n

i=1
ai·∑

m

j=1
bj 展开后共有多少项?
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思考·运用 11.(1)如图(1),从A 处沿街道走到B 处,使路程最短的不同走法有多少种?
(2)如图(2),从A 处沿街道走到B 处,使路程最短的不同走法有多少种?

(1)
    (2)

(第11题)

12. 以正方形的4个顶点中某一顶点为起点、另一个顶点为终点作向量,可以作

出多少个不相等的向量?

13.(1)如果A={0,1,2,3,4,5},那么在平面直角坐标系内,集合{(x,y)|
x,y∈A}中有多少个不同的点?

(2)如果k∈ {1,3,5,7},b∈ {2,4,6,8},那么方程y=kx+b所表示

的不同的直线共有多少条?

14. 集合{1,2,3,4}有多少个子集?

探究·拓展 15. 如果使用2个大写的英文字母后接4个阿拉伯数字的方式构成汽车牌照号

码(英文字母中的I和O 避而不用,以免与数字中的1和0混淆),那么可能

的汽车牌照号码有多少个? 调查你所在地区的车牌号码(或电话号码)构成

方式的变迁,并指出新的构成方式有什么优点.
16. 用4种不同颜色给如图所示的地图上色,要求相邻两块涂不同的颜色,共有

多少种不同的涂法?

(第16题)
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考察下面两个问题:
(1)高二(1)班准备从甲、乙、丙这3名学生中选出2人分别担任

班长和副班长,有多少种不同的选法?
(2)从1,2,3这3个数字中取出2个数字组成两位数,这样的两

位数共有多少个?

● 上面两个问题有什么共同特征? 可以用怎样的数学模型来

刻画?

先考察问题(1)中的所有可能的选法.因为甲、乙、丙这3个学生

任何一个都可能当班长,也都可能当副班长,所以可将所有可能的情

形用树形图表示(图1 2 1):

图1 2 1

即共有6种不同的选法:甲、乙,甲、丙,乙、甲,乙、丙,丙、甲,丙、乙.
事实上,这6种选法分别是从甲、乙、丙这3个学生中选2个学

生,并按一定的顺序排成一列(班长排在第1位,副班长排在第

2位)而得到的.
类似地,问题(2)中的每个两位数都是从3个不同的数字中取2

个数字,按一定的顺序排成了一列.

  如 无 特 别 说 明,
取出的m 个元素都是

不重复的.

一般地,从n个不同的元素中取出m (m≤n)个元素,按照一定

的顺序排成一列,叫做从n个不同元素中取出m 个元素的一个排列

(arrangement).

例1 (1)写出从a,b,c,d 这4个字母中,取出2个字母的所有

排列;
(2)写出从a,b,c,d这4个字母中,取出3个字母的所有排列.

解 (1)把a,b,c,d中的任意一个字母排在第1个位置上,有4种

排法;第1个位置上的字母排好后,第2个位置上的字母就有3种

排法. 
如果第1个位置是a,那么第2个位置可以是b,c或d,有3个排

列,即ab,ac,ad.
同理,第1个位置更换为b,c或d,也分别各有3个排列,如
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图1 2 2 所示.

图1 2 2

因此,共计有12个不同的排列,它们是

ab,ac,ad,ba,bc,bd,

ca,cb,cd,da,db,dc.

(2)根据(1),从4个字母中取出2个字母的排列有12个,在每

一种这样的排列后面排上其余2个字母中的任何一个,就得到取出3
个字母的所有排列.可以画出树形图,如图1 2 3所示.

图1 2 3

因此,共计有24个不同的排列,它们是

  abc与acb 是相同

的排列吗?

abc,abd,acb,acd,adb,adc,

bac,bad,bca,bcd,bda,bdc,

cab,cad,cba,cbd,cda,cdb,

dab,dac,dba,dbc,dca,dcb.

思 考 你能写出a,b,c,d这4个字母都取出的所有排列吗?

练 习 1. 写出从a,b,c,d,e这5个字母中取出2个字母的所有排列.
2. 用红、黄、蓝3面小旗(3面小旗都要用)竖挂在绳上表示信号,不同的顺序表

示不同的信号,试写出所有的信号.
3. 从0,1,2,3这4个数字中选出3个不同的数字组成1个三位数,试写出所

有满足条件的三位数.
4.a,b,c排成一行,其中a不排第1位,b不排第2位,c不排第3位,写出所有

满足条件的排列.



计数原理 第1章

13   

  从例1(2)的树形图中可以看出,处理排列问题可分步进行.例如,
例1(2)将构成排列的过程分为3个步骤,从第1位到第3位依次选填:

第1位可从这4个字母中任取1个来填,有4种不同方法;
第2位从剩下的3个字母中任取1个来填,有3种不同方法;
第3位从剩下的2个字母中任取1个来填,有2种不同方法(如

图1 2 4).

图1 2 4

根据分步计数原理可知,从4个字母中任取3个字母的所有排列

的个数为4×3×2=24.
一般地,从n个不同元素中取出m(m≤n)个元素的所有排列的

个数,叫做从n个不同元素中取出m 个元素的排列数,用符号Am
n 表

示,如例1(2)中的排列数可以表示为A34=24.

思 考 “排列”与“排列数”有何区别与联系?

一般地,为了求出从n个不同元素中任意取出m 个元素的排列

数,可以把这m 个元素所排列的位置划分为第1位、第2位、……第

m 位(如图1 2 5). 

图1 2 5

第一步 第1位可以从n个元素中任取1个来填,有n种不同方法;
第二步 第2位只能在余下的n-1个元素中任取1个来填,有

n-1种不同方法;
第三步 第3位只能在余下的n-2个元素中任取1个来填,有

n-2种不同方法;
……
第m 步 第m 位只能在余下的n-(m-1)个元素中任取1个来

填,有n-m+1种不同方法.
根据分步计数原理,我们得到排列数公式

  排列 数 Am
n 是m

个连 续 正 整 数 的 积,
其中最大的因数为n.

  Am
n=n(n-1)(n-2)…(n-m+1),

其中n,m∈N*,且m≤n.
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n个不同元素全部取出的一个排列,叫做n个不同元素的一个全

排列.在排列数公式中,当m=n时,即有

An
n=n(n-1)(n-2)·…·3·2·1,

An
n称为n 的阶乘(factorial),通常用n! 表示,即

  An
n=n!.

例2 计算:

(1)A35;      (2)A55;
(3)A410;      (4)A435.

解 (1)A35=5×4×3=60.
(2)A55=5×4×3×2×1=120.
(3)A410=10×9×8×7=5040.
(4)A435=35×34×33×32=1256640.

例3 求证:Am
n= n!

(n-m)!
(n>m).

证 Am
n=n(n-1)(n-2)…(n-m+1)

=n(n-1)(n-2)·…·(n-m+1)(n-m)·…·2·1
(n-m)·…·2·1

= n!
(n-m)!.

为了使上述结论在m =n时也成立,我们规定0! =1.
由此可知,排列数公式还可以写成

  Am
n= n!
(n-m)!.

例4 求证:Am
n=nAm-1

n-1 (n≥m≥2).

证法1 Am
n= n!

(n-m)!

=n·
(n-1)!
(n-m)!

=n·
(n-1)!

[(n-1)-(m-1)]!

=nAm-1
n-1.
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证法2 nAm-1
n-1=n·

(n-1)!
[(n-1)-(m-1)]!

= n!
(n-m)!

=Am
n.

  在Ecxel中计算排列数的方法:如图1 2 6,
在单元格中输入“=PERMUT(35,4)”,可得A435=1256640;
在单元格中输入“=FACT(5)”,可得A55=120.

  通过“插入/函数/

PERMUT(或FACT)”
来操作也可以.

图1 2 6

练 习 1. 计算:

                           (1)A412;  (2)A66;

(3)A49-A39;  (4)A
5
7

A47
.

2. 计算下表中的阶乘数,并填入表中:

n 2 3 4 5 6 7 8

n!

3. 用排列数符号Am
n 表示下列各式:

(1)10×9×8×7×6=     ;
(2)24×23×22×…×3×2×1=     ;
(3)k(k-1)(k-2)(k-3)=      (k∈N且k≥4).

4. 下列各式中,不等于n! 的是(  ).

A.An
n  B. 1n+1A

n+1
n+1  

C.An
n+1  D.nAn-1

n-1

5. 求证:
(1)A47+4A37=A48;
(2)Am

n+mAm-1
n =Am

n+1.
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例5 有5本不同的书,从中选3本送给3名同学,每人各1本,共
有多少种不同的送法?
解 从5本不同的书中选出3本分别送给3名同学的一种选法,对应

于从5个元素中取出3个元素的一个排列.因此,不同送法的种数是

A35=5×4×3=60.

答 共有60种不同的送法.

思 考   例5与第1.1节例4这两个问题有什么区别?

例6 某足球联赛共有12支球队参加,每队都要与其余各队在主、

客场分别比赛1次,共要进行多少场比赛?

  一个排列对应一

场比赛.

分析 由于任何两队间进行1次主场比赛与1次客场比赛,所以1场

比赛相当于从12个不同元素中任取2个元素的1个排列.
解 因为1场比赛对应于从12个不同元素中任取2个元素的1个排

列,所以总共进行的比赛场次是

A212 =12×11=132.

答 共要进行132场比赛.

例7 用0~9这10个数字能组成多少个没有重复数字的三位数?

解法1 (1)由于百位上的数字不能是0,因此,为了得到这个三

位数,可以分两步完成.如图1 2 7,
第一步 先排百位上的数字,可从1~9这9个数字中任选1个,

有A19 种选法;图1 2 7
第二步 再排十位和个位上的数字,可以从余下的9个数字中任

选2个,有A29 种选法.
根据分步计数原理,所求的三位数的个数是

A19A29=9×9×8=648.

解法2 考虑到0是一个特殊元素,因此,符合条件的三位数可以分

成3类(图1 2 8):

图1 2 8
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第一类 每一位数字都不是0的三位数有A39个;
第二类 个位数字是0的三位数有A29个;
第三类 十位数字是0的三位数有A29个.
根据分类计数原理,符合条件的三位数的个数是

A39+A29+A29 =648.

解法3 从0~9这10个数字中任取3个数字的排列数为A310,其中0
在首位的排列数为A29,这些排列不能构成三位数.因此,所求的三位

数的个数是

A310-A29=10×9×8-9×8=648.

答 可以组成648个没有重复数字的三位数.

思 考 在上面的648个数中,有多少个数是奇数?

练 习 1. 从5名高中学生中挑选2人,分别担任初一年级两个班的辅导员,有多少种

不同的安排方案?

2. 有4种不同的蔬菜,从中选出3种,分别种植在不同土质的3块土地上进行

试验,有多少种不同的种植方法?

(第3题)

3. 如图,按5粒不同弹子的排列顺序制造弹子锁,能生产多少种不同的锁?

4. 从0,1,2,3,4,5,6这7个数字中取出4个数字,试问:
(1)有多少个没有重复数字的排列?
(2)能组成多少个没有重复数字的四位数?

习题1.2  

感受·理解 1. 写出从a,b,c这3个字母中取出2个字母的所有排列.
2.(1)已知Am

10 =10×9×…×5,那么m =     ;
(2)已知A2n =56,那么n=     ;

(3)已知A2n=7A2n-4,那么n=    .
3. 计算:
(1)4A24+5A35;
(2)A14+A24+A34+A44;

(3)2A
7
12A35
A1212

;

(4)A
3
10A77
10! .

4.12名选手参加校园歌手大奖赛,比赛设一等奖、二等奖、三等奖各1名,每
人最多获得1种奖项.问:一共有多少种不同的获奖情况?
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5.(1)一天有6节课,安排6门学科,这一天的课程表有几种排法?
(2)上午有4节课,一个教师要上3个班级的课,每个班1节课,若不能连

上3节,则这个教师的课有几种排法?

6. 有红、黄、蓝小旗各1面,信号兵从中选择1面、2面或3面,将其从上到下

挂在竖直旗杆上表示信号.若不同的顺序表示不同的信号,则一共可以表示

多少种不同的信号?

  a类的10个元素

叫做天干,b类的十二

个元素叫做地支.

7. 按序给出a,b两类元素,a类中的元素排序为甲、乙、丙、丁、戊、己、庚、辛、
壬、癸,b类中的元素排序为子、丑、寅、卯、辰、巳、午、未、申、酉、戌、亥.在a,

b两类中各取1个元素组成1个排列,分别求满足下列条件的排列的个数.
(1)从a类中选取奇数位的任意1个排在首位,b类中选取奇数位的任意1

个排在末位;
(2)从a类中选取偶数位的任意1个排在首位,b类中选取偶数位的任意1

个排在末位.

思考·运用 8. 求证:An
n=Am

n·An-m
n-m.

9. 证明(n+1)!-n!=n·n!,并用它来化简1×1!+2×2!+3×3!+…+
10×10!.

10.(1)由数字1,2,3,4,5可以组成多少个没有重复数字的五位数? 可以组成

多少个没有重复数字的正整数?
(2)由数字1,2,3,4可以组成多少个没有重复数字的比1300大的正整数?

11. 学校要安排一场文艺晚会的11个节目的演出顺序,除第一个节目和最后一

个节目已确定外,4个音乐节目要求排在第二、五、七、十的位置,3个舞蹈节

目要求排在第三、六、九的位置,2个曲艺节目要求排在第四、八的位置,共
有多少种不同的排法?

探究·拓展 12. 规定Am
x =x(x-1)…(x-m+1),其中x∈R,m为正整数,且A0x =1,这

是排列数Am
n(n,m∈N*,且m≤n)的一种推广.

(1)求A 3-15的值.
(2)我们已经知道排列数的两个等式:① Am

n =nAm-1
n-1,② Am

n+mAm-1
n =

Am
n+1(m,n∈N*).这两个性质能否推广到Am

x(x∈R,m ∈N*)的情

形?若能推广,写出推广后的等式并给予证明;若不能,试说明理由.
(3)确定函数f(x)=A3x 的单调区间.
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考察下面两个问题:
(1)高二(1)班从甲、乙、丙这3名学生中选2名学生代表,有多

少种不同的选法?
(2)从1,2,3这3个数字中取出2个数字,能构成多少个不同的

集合?

● 这两个问题与上一节中相应的排列问题有何区别? 有何

联系? 

与排列问题不同的是,这两个问题都与所选的元素的顺序无关.
如问题(1)中甲、乙两同学当选代表就与他们的顺序无关,只要选出

的元素相同就是同样的结果.
上节中相应的排列问题还可以这样解决:第一步,先从3个元素

中选出2个元素构成一组;第二步,再将这组中的2个元素按一定的

顺序排成一列.上面的问题其实就是第一个步骤的结果.这就是本节

将要研究的组合问题.
一般地,从n个不同元素中取出m(m≤n)个元素并成一组,叫

做从n个不同元素中取出m 个元素的一个组合(combination).
怎样才能无重复无遗漏地把所有的组合写出来呢?

例1 写出从a,b,c这3个元素中,每次取出2个元素的所有组合.
解 先画一个示意图(图1 3 1):

图1 3 1

由此即可写出所有的组合:

ab,ac,bc.

从n个不同元素中取出m(m≤n)个元素的所有组合的个数,叫
做从n个不同元素中取出m 个元素的组合数,用符号Cm

n 表示.

  如 无 特 别 说 明,
取出若干个元素都是

指无重复地选取.

由例1我们得到C23=3.如果不写出所有的组合,怎样才能知道

组合的种数呢?

我们已经知道,组合是选择的结果,排列是选择后再排序的

结果.
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一般地,求从n个不同元素中取出m 个元素的排列数Am
n,可分

为两步:
第一步 先求出从这n个不同元素中取出 m 个元素的组合数

Cm
n;

第二步 求每一个组合中m 个元素的全排列数Am
m.

根据分步计数原理,得到Am
n=Cm

n·Am
m,因此,我们得到组合数

公式

  Cm
n=A

m
n

Am
m
=n(n-1)(n-2)…(n-m+1)

m! .

这里n,m∈N*,并且m≤n.因为

Am
n= n!

(n-m)!
,

所以,上面的组合数公式还可以写成

Cm
n= n!

m!(n-m)!.

我们以从4个不同元素a,b,c,d中取出3个元素为例,从表1
3 1中可以看出组合与排列的关系.

表1 3 1

所有组合 所 有 排 列

a b c abc acb bac bca cab cba

a b d abd adb bad bda dab dba

a c d acd adc cad cda dac dca

b c d bcd bdc cbd cdb dbc dcb

  
例2 计算:
(1)C29;    (2)C58;    (3)C735.

解  (1)C29 =9×8
2×1=36.

(2)C58 =8×7×6×5×4
5×4×3×2×1=56.

(3)C735 =35×34×…×29
7×6×…×1 =6724520.
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  在Excel中计算组合数的方法如下:如图1 3 2所示,
在单元格中输入“=COMBIN(35,7)”,可得C735=6724520.

  或通 过“插 入/函

数/COMBIN”来操作.

图1 3 2

练 习 1. 下列问题是排列问题,还是组合问题?
(1)从9名学生中选出4名学生参加一个联欢会,共有多少种不同的选法?
(2)北京、上海、天津、广东这4支足球队举行单循环赛,共有多少场比赛?
(3)从2,3,5,7,11这5个质数中,每次取2个数分别作为分子和分母构成

一个分数,共有多少个不同分数?
(4)空间有8个点,其中任何4点都不共面,从这8个点中任意选取4点作

为顶点构成一个四面体,共有多少个四面体?

2. 甲、乙、丙、丁4支足球队举行单循环赛,
(1)列出所有各场比赛的双方;
(2)列出所有冠亚军的可能情况.

3. 计算:

                        (1)C315;       (2)C3200;
(3)C197200; (4)C36÷C48.

4.6个朋友聚会,每两人握手1次,一共握手多少次?

5.(1)平面内有10个点,以其中2个点为端点的线段共有多少条?
(2)平面内有10个点,以其中2个点为端点的有向线段共有多少条?

6.化简:Cn
n+1·Cn-2

n .
7. 填空:
(1)从5人中选派3人去参加某个会议,不同的方法共有    种;
(2)从5件不同的礼物中选出3件分别送给3位同学,不同的方法共有

   种;
(3)设集合A 有m 个元素,集合B 有n 个元素,从这两个集合中各取出1个

元素,不同的方法共有    种.
8. 在桥牌比赛中,发给4名参赛者每人13张牌,一名参赛者可能得到多少种不

同的牌? (用排列数记号或组合数记号表示)
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例3 在歌手大奖赛的文化素质测试中,选手需从5个试题中任意

选答3题,问:
(1)有几种不同的选题方法?
(2)若有1道题是必答题,有几种不同的选题方法?

分析 由题意可知,所选的试题与顺序无关,所以这是一个组合问题.
解 (1)所求不同的选题方法数,就是从5个不同元素里每次取出3
个元素的组合数,

C35 =5×4×3
3! =10(种).

(2)因为已有1道题必选,所以只要在另外4道题中选2道,不
同的选题方法有

C24 =4×3
2! =6(种).

对于(1),还可以换一个角度考虑:从5道试题中剔去2题,将剩

下的3题取出,这样共有C25 种不同的选题方法.由此可见,C35=C25.
注意到(2)与(1)的关系:C35 种方法中包括含必答题与不含必答

题两类,方法数分别为C24 和C34.由此可见,C35 =C24+C34.
一般地,我们可以得到组合数的两个重要性质:

  Cm
n=Cn-m

n ,

Cm
n+1=Cm-1

n +Cm
n.

  为了使第一个性质在m =n时也能成立,我们规定C0n =1.

例4 在100件产品中,有98件合格品,2件不合格品.从这100件

产品中任意抽出3件,问:
(1)一共有多少种不同的抽法?
(2)抽出的3件中恰好有1件是不合格品的抽法有多少种?
(3)抽出的3件中至少有1件是不合格品的抽法有多少种?

解 (1)所求的不同抽法的种数,就是从100件产品中取出3件的组

合数,

C3100 =100×99×98
3×2×1 =161700.

(2)从2件不合格品中抽出1件不合格品的抽法有C12 种,从98
件合格品中抽出2件合格品的抽法有C298种.因此,抽出的3件中恰好

有1件是不合格品的抽法种数是

C12C298=2×4753=9506.
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(3)方法1 抽出的3件中至少有1件是不合格品,包括两种情

况:恰有1件不合格品,恰有2件不合格品.
由(2)知恰有1件不合格品的抽法有C12C298种.同理,恰有2件是

不合格品的抽法有C22C198种.
根据分类计数原理,抽出的3件中至少有1件是不合格品的抽

法的种数是 

C12C298+C22C198 =9506+98=9604.

方法2 抽出的3件中至少有1件是不合格品的抽法种数,也就

是从100件中抽出3件的抽法种数减去3件中全是合格品的抽法种

数,即

C3100-C398 =161700-152096=9604.

答 不同的抽法分别有161700,9506和9604种.

思 考 在例4中,若“抽出的3件中至多有1件是不合格品”,应如何

求解?

例5 房间里有5盏电灯,分别由5个开关控制,至少开1盏灯用以

照明,有多少种不同的方法?
解法1 因为开灯照明,只与开灯的多少有关,而与开灯的先后顺序

无关,所以这是一个组合问题.
开1盏灯有C15 种方法,开2盏灯有C25 种方法,……5盏灯全开

有C55 种方法.根据分类计数原理,不同的开灯方法有

C15+C25+…+C55 =31(种).

解法2 将开灯这一事件视为5个步骤依次连续完成,对任何1盏电

灯都有“开”或“不开”两种处理方法.根据分步计数原理,5盏电灯就

有2×2×2×2×2=25种处理方法,其中1盏都不开的情况应除外.所
以不同的开灯方法有

2×2×2×2×2-1=25-1=31(种).

答 至少开1盏灯用以照明,有31种不同的方法.

思 考 比较例5中的两种解法,你能推测出什么结论?
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练 习 1. 计算:
(1)C4850;
(2)C299+C399;

(3)C14+C24+C35.
2. 若C6n =C5n,则n=     ,C10n =     .

3. 求证:rCr
n =nCr-1

n-1.
4. 已知A,B,C,D4个点,其中任意3个点不在同一条直线上,从中取出两点

作直线,共能作出多少条直线? 写出所有的直线.
5. 学校开设了6门选修课,问:
(1)某学生从中选3门,共有多少种不同的选法?
(2)某学生从中至少选2门,共有多少种不同的选法?
(3)某学生从中至多选4门,共有多少种不同的选法?

6. 一个口袋内装有7个不同的白球和1个黑球.
(1)从口袋内取出3个球,共有多少种不同的取法?
(2)从口袋内取出3个球,其中必有1个黑球,有多少种取法?
(3)从口袋内取出3个球,其中没有黑球,有多少种取法?

习题1.3  

感受·理解 1. 若Cx
28=C3x-8

28 ,则x的值为    .
2. 用组合数公式证明:
(1)Cm

n =Cn-m
n ;

(2)Cm
n+1=Cm-1

n +Cm
n .

3. 圆上有10个点,问:
(1)以这些点为端点,一共可画多少条弦?
(2)以这些点为顶点,一共可画多少个三角形?

4.(1)空间有8个点,其中任何4点不共面,过每3个点作1个平面,一共可

以作多少个平面?
(2)空间有10个点,其中任何4点不共面,以每4个点为顶点作1个四面

体,一共可以作多少个四面体?

5. 某人打算选购8种股票和4种债券,经纪人向他推荐了12种股票和7种债

券.问:此人有多少种不同的选法?

6. 在一次考试中,要求在第1题的4个小题中选做3个小题,在第2题的3个

小题中选做2个小题,在第3题的2个小题中选做1个小题.问:有多少种

不同的选法?

7. 学校要从歌咏队10名队员中选派6人参加一场演出,其中二重唱的2人要

么都去,要么都不去.问:共有多少种选派方法?

8. 已知一个集合有6个元素,那么该集合的非空真子集共有多少个?
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9. 在200件产品中,有3件不合格品,从中任取5件,问:
(1)“恰有2件不合格品”的取法有多少种?
(2)“没有不合格品”的取法有多少种?
(3)“至少有1件不合格品”的取法有多少种?

思考·运用 10. 利用组合数的性质进行计算:
(1)C5m -C5m+1+C

4
m =     ;

(2)C22+C23+C24+…+C210 =     .
11. 从5名男生和4名女生中选出4人参加辩论比赛.

(1)如果4人中男生和女生各2人,那么有多少种不同选法?
(2)如果男生中的甲与女生中的乙必须在内,那么有多少种不同选法?
(3)如果男生中的甲与女生中的乙至少要有1人在内,那么有多少种不

同选法?
(4)如果4人中既有男生又有女生,那么有多少种不同选法?

12. 一份试卷有10个题目,分为A,B 两组,每组5题,要求考生选择6题,且每

组至多选4题.问:考生有多少种不同的选答方法?

13. 如图,湖面上有4个相邻的小岛A,B,C,D,现要建3座桥梁,将这4个小岛

连接起来,共有多少种不同的方案?

(第13题)

探究·拓展 14. 甲、乙、丙3个人值周,从周一至周六,每人值2天,但甲不值周一,乙不值周

六.问:可以排出多少种不同的值周表 ?

15.(阅读题)DNA是形成所有生物体中染色体的一种双股螺旋线状分子,由
称为碱基的化学成分组成.它看上去就像是两条长长的平行螺旋状链,两条

链上的碱基之间由氢键相结合.在DNA中只有4种类型的碱基,分别用

A,C,G和T表示,DNA中的碱基能够以任意顺序出现.两条链之间能形

成氢键的碱基或者是A T,或者是C G,不会出现其他的联系.因此,如果

我们知道了两条链中一条链上碱基的顺序,那么我们也就知道了另一条链

上碱基的顺序.由氢键联系着的两个碱基称为碱基对.
一个典型的细菌基因是一段有着1500个碱基对的DNA,试计算可能

的细菌基因数目.
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运用排列组合的知识,结合两个基本计数原理,能够解决很多计

数问题.

例1 高二(1)班有30名男生,20名女生.从50名学生中选3名男

生、2名女生分别担任班长、副班长、学习委员、文娱委员、体育委员,
共有多少种不同的选法?
解 完成这件事情可分3步进行:

第一步 从30名男生中选3名男生,有C330种方法;
第二步 从20名女生中选2名女生,有C220种方法;
第三步 将选出的5名学生进行分工,即全排列,有A55 种方法.
根据分步计数原理,共有

C330C220A55=92568000

种选法.
答 共有92568000种不同的选法.

思 考 如果分两步解决上面问题,即先从30名男生中选3名男生担任

3种不同职务,再从20名女生中选2名女生担任2种不同职务,那么

结果为A330A220.这样做对吗? 为什么?

例2 2名女生、4名男生排成一排,问:
(1)2名女生相邻的不同排法共有多少种?
(2)2名女生不相邻的不同排法共有多少种?
(3)女生甲必须排在女生乙的左边(不一定相邻)的不同排法共

有多少种?
解 (1)因为2名女生必须相邻,所以可以将2名女生看成1个元

素,与4名男生共5个元素排成一排,不同的排法有A55 种.又因为2
名相邻的女生有A22 种排法,因此不同的排法种数是

A55A22 =120×2=240.

(2)方法1 2名女生不相邻的排列可以分成2步完成:
第一步 将4名男生排成一排,有A44 种排法;
第二步 排2名女生.由于2名女生不相邻,于是可以在每2名

男生之间及两端共5个位置中选出2个排2名女生,有A25种排法.



计数原理 第1章

27   

根据分步计数原理,不同的排法种数是

A44A25 =24×20=480.

方法2 因为2名女生的排法只有相邻与不相邻两种情况,所以由

(1)的结果可知,2名女生不相邻的排法种数是

A66-A55A22=720-240=480.

(3)方法1 女生甲必须排在女生乙左边的排列可以分成2步

完成:
第一步 排2名女生.女生的顺序已经确定,这2名女生的排法

种数为从6个位置中选出2个位置的组合数,即为C26;
第二步 排4名男生.将4名男生在剩下的4个位置上进行排列

的方法数有A44种.
根据分步计数原理,不同的排法种数是

C26A44=360.

方法2 将6名学生全排列,共有A66种不同的排法.其中,在男生位

置确定之后,女生的排法数有A22种.因为女生的顺序已经确定,所以

这A22种排法中,只有1种符合要求,故满足条件的排法种数是

A66
A22 =360.

答 分别有240,480和360种不同的排法.

例3 从0,1,2,…,9这10个数字中选出5个不同的数字组成五位

数,其中大于13000的共有多少个?
解法1 满足条件的五位数有两类:

第一类 万位数大于1,这样的五位数共有8×A49个;
第二类 万位数为1,千位数不小于3,这样的五位数共有7×A38个.
根据分类计数原理,大于13000的五位数共有

8A49+7A38=26544(个).

解法2 由0,1,2,…,9这10个数字中不同的5个数字组成的五位

数共有9A49个,其中不大于13000的五位数的万位数都是1,且千位

数小于3,这样的数共有2A38个,所以满足条件的五位数共有

9A49-2A38 =26544(个).

答 大于13000的五位数共有26544个.

思 考 在例3中,大于13500的数共有多少个?
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练 习 1. 文娱晚会中,学生的节目有9个,教师的节目有2个,如果教师的节目不排在

最后1个,那么有多少种排法?

2. 从1,3,5,7,9中任取3个数字,从2,4,6,8中任取2个数字,一共可以组成

多少个没有重复数字的五位数?

3. 有同一排的电影票6张,3个教师和3个学生按下述要求入座,分别有多少

种坐法?
(1)师生相间;
(2)3个学生要相邻坐在一起.

4. 将4位司机、4位售票员分配到4辆不同班次的公共汽车上,每一辆汽车分

别有1位司机和1位售票员,共有多少种不同的分配方案?

5. 电视台有8个节目准备分2天播出,每天播出4个,其中某电视剧和某专题

报道必须在第一天播出,某谈话节目必须在第二天播出,共有多少种不同的

播出方案?
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习题1.4  

感受·理解 1. 壹圆、贰圆、伍圆、拾圆面值的人民币各1张,一共可以组成多少种币值?

2. 抛掷4枚编了号的硬币,至少有2枚正面向上的情况有多少种?

3. 凸五边形有多少条对角线? 凸n边形呢?

4. 某旅行团要从8个景点中选2个景点作为当天的旅游地,满足下列条件的

选法各有多少种?
(1)甲、乙2个景点至少选1个;
(2)甲、乙2个景点至多选1个;
(3)甲、乙2个景点必须选1个且只能选1个.

5.7个人站成一排,问:
(1)甲必须站在正中间,有多少种排法?
(2)甲、乙两人必须站在两端,有多少种排法?
(3)甲必须站在乙的右边(不一定相邻),有多少种排法?

6.7个小孩站成2排,3个女孩站在前排,4个男孩站在后排,有多少种站法?

7.7个人站成2排,前排站3人,后排站4人,有多少种站法?

思考·运用 8. 某医院有内科医生12名、外科医生8名,现要派5名医生参加赈灾医疗

队,问:
(1)某内科医生必须参加,某外科医生因故不能参加,有几种选法?
(2)内科医生和外科医生中都要有人参加,有几种选法?

9.(1)4个不同的小球放入编号为1,2,3,4的4个盒子中,一共有多少种不同

的放法?
(2)4个不同的小球放入编号为1,2,3,4的4个盒子中,恰有1个空盒的放

法共有多少种?

探究·拓展 10. 如图所示,某地有南北街道5条、东西街道6条,一邮递员从该地东北角的

邮局A 出发,送信到西南角的B 地,且途经C 地,要求所走路程最短,共有

多少种不同的走法?

(第10题)
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由多项式的乘法法则可以知道:

(a+b)2 =a2+2ab+b2,
(a+b)3 =a3+3a2b+3ab2+b3,
(a+b)4 =a4+4a3b+6a2b2+4ab3+b4.

● 你能写出 (a+b)n(n∈N*)的展开式吗?

1.5.1 二项式定理  

为了确定(a+b)n(n∈N*)的展开式,我们必须明确展开式中的

项是如何产生的.为此,我们先看n=2,3的情形:

(a+b)2 = (a+b)(a+b)     

=a2+ab+ba+b2

=a2+2ab+b2.

上面展开式中的每一项都是从两个括号中各取1个字母的乘积.
 

(a+b)3 = (a+b)(a+b)(a+b)          

=(a2+ab+ba+b2)(a+b)

=a3+a2b+a2b+ab2+ba2+b2a+b2a+b3

=a3+3a2b+3ab2+b3.

由上述过程可以看出,(a+b)3 展开式中的每一项都是 从

(a+b)(a+b)(a+b)的每个括号中各取1个字母的乘积.
一般地,由

(a+b)n = (a+b)(a+b)…(a+b)
􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁

n个(a+b)

可知,(a+b)n 展开式是从每个括号中各取1个字母的一切可能乘积

的和.它的每一项都具有an-rbr(r=0,1,2,…,n)的形式,其系数就

是在(a+b)(a+b)…(a+b)的n个括号中选r个取b的方法种数.

具体地,在这n个括号中,
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每个都不取b的情况有1种,即C0n 种,所以an 的系数是C0n;
恰有1个取b的情况有C1n 种,所以an-1b的系数是C1n;
恰有2个取b的情况有C2n 种,所以an-2b2 的系数是C2n;

……
恰有r个取b的情况有Cr

n种,所以an-rbr 的系数是Cr
n;

……
都取b的情况有Cn

n 种,所以bn 的系数是Cn
n.

因此,

(a+b)n =C0nan+C1nan-1b+…+Cr
nan-rbr+…+Cn

nbn(n∈N*).

这个公式叫做二项式定理(binomialtheorem),右边的多项式叫

做 (a+b)n 的二项展开式,它一共有n+1项,其中Cr
nan-rbr 叫做二项

展开式的第r+1项(也称通项),用Tr+1 表示,即

  Tr+1 =Cr
nan-rbr.

Cr
n(r=0,1,…,n)叫做第r+1项的二项式系数.

例1 利用二项式定理展开下列各式:
(1)(a-b)6;

(2)1+1x  4.
解 (1)(a-b)6 = [a+(-b)]6

=C06a6+C16a5(-b)+C26a4(-b)2+

C36a3(-b)3+C46a2(-b)4+C56a(-b)5+C66(-b)6

=a6-6a5b+15a4b2-20a3b3+15a2b4-6ab5+b6.

(2)1+1x  4 =1+C14 1x  +C24 1x  2+C34 1x  3+C44 1x  4

=1+4x+6x2+
4
x3+

1
x4.

例2 在 (1+2x)7 的展开式中,求:
(1)第4项的二项式系数;
(2)含x3 的项的系数.

解 (1)由二项式定理可知,在 (1+2x)7 展开式中,第4项的二项式

系数为
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C37=35.

(2)由二项式定理可知,在(1+2x)7 展开式中,第r+1项为

Tr+1 =Cr
7·17-r·(2x)r

=Cr
7·2r·xr.

当r=3时,(1+2x)7 展开式中含x3 的项的系数为

C37·23 =280.

例3 求 x-12x  6 的二项展开式中的常数项.

解 设二项展开式中的常数项为第r+1项,即

Tr+1 =Cr
6x6-r -12x  r = (-1)rCr

6·12r
·x6-2r.

根据题意,得

6-2r=0,

r=3.

所以二项展开式中的常数项为

T4 =-C
3
6

8 =-52.

练 习                            1.利用二项式定理展开下列各式:
(1)(1+x)5;
(2)(2-x)4.

2.(x-2y)7 的展开式中第3项的二项式系数是(  ).
A.C27  B.C37  C.4C27  D.16C57

3.(x-1)10 的展开式中含x5 的项的系数是(  ).
A.C610  B.-C610  C.C510  D.-C510

4. 写出 (x3+2x)9 的展开式的第k项(1≤k≤10,k∈N*).
5. 求 (1-2x)6 的展开式中含x2 的项.

6. 求 x+1x  
6
的展开式中的常数项.
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1.5.2 二项式系数的性质及应用  

当n依次取0,1,2,3,…时,观察(a+b)n 展开式的二项式系数:

图1 5 1

● 二项式系数有什么特点?

图1 5 1左侧是根据二项式定理得到的,右侧是算出组合数的

值后所得的结果.由此我们发现:
(1)每一行中的二项式系数是“对称”的,即第1项与最后一项的

二项式系数相等,第2项与倒数第2项的二项式系数相等,……
(2)图中每行两端都是1,而且除1以外的每一个数都等于它肩

上两个数的和(图1 5 2).

图1 5 2

(3)图中每行的二项式系数从两端向中间逐渐增大.
(4)第1行为1=20,第2行的两数之和为2,第3行的三数之和

为22,……第7行的各数之和为26(图1 5 2).

一般地,(a+b)n 展开式的二项式系数C0n,C1n,…,Cn
n 有如下

性质: 
(1)Cm

n =Cn-m
n ;

  当n为偶数时,二

项式系数中,以C
n
2
n 最

大;当n为奇数时,二

项式系数中以C
n-1
2

n 和

C
n+1
2n (两者相等)最大.

(2)Cm
n +Cm-1

n =Cm
n+1;

(3)当r<n-1
2

时,Cr
n <Cr+1

n ;当r>n-1
2

时,Cr+1
n <Cr

n;

(4)C0n+C1n+…+Cn
n =2n.

(1)、(2)证明从略.下面给出(3)、(4)的证明.
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证 (3)当r<n-1
2

时,要证明Cr
n <Cr+1

n ,只要证

n!
r!(n-r)! <

n!
(r+1)!(n-r-1)!

,

即要证

1
n-r<

1
r+1

,

即要证

r<n-1
2
,

而r<n-1
2

是已知条件,故结论得证.

同理,当r>n-1
2

时,Cr+1
n <Cr

n 也成立.

(4)在二项式定理中,令a=b=1,就有

2n =C0n+C1n+…+Cn
n,

这表明(a+b)n 的展开式的各项的二项式系数的和等于2n.

例1 证明:在(a+b)n 的展开式中,奇数项的二项式系数的和等于

偶数项的二项式系数的和.

证 在二项式定理

(a+b)n =C0nan+C1nan-1b+C2nan-2b2+…+Cn
nbn

中,令a=1,b=-1,得

(1-1)n =C0n-C1n+C2n-C3n+…+(-1)nCn
n,

即

0= (C0n+C2n+…)-(C1n+C3n+…),

所以

C0n+C2n+… =C1n+C3n+…,

即在(a+b)n 的展开式中,奇数项的二项式系数的和等于偶数项的二

项式系数的和.



计数原理 第1章

35   

例2 用二项式定理证明:9910-1能被1000整除.
证  9910-1

= (100-1)10-1

=C01010010-C1101009+…+C8101002-C910100+C1010-1

=C01010010-C1101009+…+C8101002-1000.

因为上式的每一项都能被1000整除,所以9910-1能被1000
整除.

练 习 1. 填空:
(1)(x+y)10 的展开式中二项式系数的最大值是    ;
(2)C164+C364+…+C6364 =     ;
(3)38 被5除所得的余数是    .

2.C512+C612等于(  ).
                        A.C513     B.C613     C.C1113     D.C712

3. 求证:Cm
n+1=Cm-1

n +Cm
n-1+Cm-1

n-1.
4. 证明:1+2C1n +4C2n +…+2n-1Cn-1

n +2nCn
n =3n.

5. 证明:当n为偶数时,C0n +C2n +C4n +…+Cn
n =2n-1.
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习题1.5  

感受·理解 1. 利用二项式定理展开下列各式:

(1)(a+2b)5;

(2)x-1x  
7

.

2. 化简C7m -C8m+1+C8m.

3. 化简:

(1)(1+x)6-(1-x)6;

(2)(1+ x)5+(1- x)5;

(3)x+1x  
4

- x-1x  
4

.

4. 已知0<p<1.
(1)写出[p+(1-p)]n 的展开式;

(2)化简C03p3+C13p2(1-p)+C23p(1-p)2+C33(1-p)3.

5.(1)求 (1-2x)15 展开式中的前4项;

(2)求(2a3-3b2)10 展开式中的第8项;

(3)求 x
3 + 1

x 
12

展开式中的第7项.

6.(1)求 1-12x  
10

展开式中含1
x5

的项;

(2)求 2x3- 1
2x2  

10
展开式中的常数项.

7. 若
5
x-1x  

n
展开式中的第4项是常数项,求n的值.

8. 求证:2n -C1n·2n-1+C2n·2n-2+…+(-1)n-1Cn-1
n ·2+(-1)n =1.

思考·运用 9. 用二项式定理证明:(n+1)n -1能被n2 整除(n∈N*).

10. 已知(1+x)n 的展开式中第4项与第8项的二项式系数相等,求这两项的二

项式系数.

11. 在 x+ 1
2
4
x  

n

的展开式中,前3项的系数成等差数列,求展开式中x的

一次项.

12.求(1+x)+(1+x)2+…+(1+x)10(x≠-1,且x≠0)展开式中x3 的

系数.

13. 设(2x+ 3)4 =a0+a1x+a2x2+a3x3+a4x4,求下列各式的值:

(1)a0+a1+a2+a3+a4;

(2)a1+a2+a3+a4;

(3)(a0+a2+a4)2-(a1+a3)2.
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探究·拓展 14. 从函数角度看,Cr
n 可看成是以r 为自变量的函数f(r),其定义域是

{r|r∈N,r≤n}.
(1)画出函数φ(r)=C

r
7(r=0,1,2,…,7)的图象;

(2)证明:f(r)=n-r+1
r f(r-1);

(3)试利用(2)的结论来证明:当n为偶数时,(a+b)n 的展开式最中间

一项的二项式系数最大;当n为奇数时,(a+b)n 的展开式最中间两

项的二项式系数相等且最大.
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阅 读 二项式定理史略
宋代数学家贾宪(约11世纪上半叶)有一部著作《黄帝九章算法细

草》,其中有二项系数表即“开方作法本源”图.贾宪的书已失传,杨辉

《详解九章算法》(1261)中征引了贾宪的材料,说明“出释锁算书,贾宪

用此术”.现在传本的杨辉算书中没有这个“开方作法本源”图,只在明

朝《永乐大典》(1407)抄录的杨辉《详解九章算法》中,还保存着这份宝

贵遗产.可惜这部分的《永乐大典》被掠至英国,现藏在剑桥大学图书馆

内.如图1 5 3所示的是《永乐大典》卷一六三四四第五、六页.

图1 5 3

如图所示,“开方作法本源”图中每一横行即是二项式某次幂展

开式中的各项系数,即

(x+a)0 =1,
(x+a)1 =x+a,
(x+a)2 =x2+2ax+a2,
(x+a)3 =x3+3ax2+3a2x+a3,
(x+a)4 =x4+4ax3+6a2x2+4a3x+a4,
(x+a)5 =x5+5ax4+10a2x3+10a3x2+5a4x+a5,
(x+a)6 =x6+6ax5+15a2x4+20a3x3+15a4x2+6a5x+a6.

二项展开式的系数对于开方是极为重要的.从《九章算术》的开

平方术、开立方术和刘徽注中可知,古代数学家已经知道

(x+a)2 =x2+2ax+a2,

(x+a)3 =x3+3ax2+3a2x+a3

两式的代数意义.贾宪把这些公式扩充到(x+a)6 的展开式,并指出

各项系数所遵循的规律.
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“左袤乃积数,右袤乃隅算”,“袤”字本是“衺”字,衺是古“邪”字,
通“斜”.就是说,左边斜线上的数字(一、一、一、……)是各次开方积

(常数an)的系数,右边斜线上的数字(一、一、一、……)是各项开方的

“隅算”(xn)的系数.第三句“中藏者皆廉”是说图中各横行中的“二”,
“三、三”,“四、六、四”等分别是二次方、三次方、四次方时除“积”、
“隅”以外各项的系数(“廉”).“以廉乘商方”是说用各次廉乘商(一位

得数)的相应次方.“命实而除之”是说从被开方数“实”中减去最后所

得的廉与商的乘积.
元朝数学家朱世杰《四元玉鉴》(1303)卷首的“古法七乘方图”也

给出二项式系数,如图1 5 4.

图1 5 4

法国数学家帕斯卡(BlaisePascal,1623~1662)在他的著作《算术三角

形专论》中,给出了图1 5 5.所以,欧洲把这种二项式系数表称为帕斯

卡三角形.

图1 5 5
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本 章 概 览

本章用排列和组合两个模型刻画了两类计数问题,以分类计数

原理和分步计数原理为工具,研究了解决排列、组合问题的方法,运
用排列、组合知识解决了相关的应用问题.根据多项式乘法的运算法

则得到了二项式定理,并研究了二项式定理的一些简单应用.

背   景
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应  用

两个基本计数原理是处理计数问题的理论基础.解决计数问题

时,要善于设计完成一件事情的合理的过程,建立适当的模型,灵活

运用两个基本计数原理,并注意区分排列与组合是两类不同的问题.
排列组合、二项式定理等知识不仅能帮助我们解决社会生活中

的计数问题,而且在数学的其他领域也有着广泛的应用,它是概率论

和数理统计的基础.

内 容 提 要

1.分类计数原理

如果完成一件事情,有n类方式,在第1类方式中有m1 种不同的

方法,在第2类方式中有m2 种不同的方法,……在第n类方式中

有mn 种不同的方法,那么完成这件事共有N=m1+m2+…+mn

种不同的方法.
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2.分步计数原理

如果完成一件事情,需要分成n个步骤,做第1步有m1 种不同的

方法,做第2步有m2种不同的方法,……做第n步有mn 种不同的

方法,那么完成这件事共有N=m1×m2×…×mn 种不同的方法.
3.排列和排列数公式

从n个不同元素中取出m(m≤n)个元素,按照一定的顺序排成一

列,叫做从n个不同元素中取出m 个元素的一个排列.特别地,n
个不同元素全部取出的一个排列,叫做n 个不同元素的一个全

排列.
从n个不同元素中取出m(m≤n)个元素的所有排列的个数,叫做

从n个不同元素中取出m 个元素的排列数,用符号Am
n 表示.

排列数公式(n,m∈Ν*,m≤n):

Am
n=n(n-1)(n-2)…(n-m+1)= n!

(n-m)!.

特别地,

An
n=n(n-1)(n-2)·…·3·2·1=n!.

4.组合和组合数公式

从n个不同元素中任意取出m(m≤n)个元素并成一组,叫做从n
个不同元素中取出m 个元素的一个组合.
从n个不同元素中任意取出m(m ≤n)个元素的所有组合的个

数,叫做从n 个不同元素中取出m 个元素的组合数,用符号Cm
n

表示.
组合数公式(n,m∈N*,m≤n):

Cm
n =

Am
n

Am
m
=n(n-1)(n-2)·…·(n-m+1)

m! = n!
m!(n-m)!.

组合数的两个重要性质:

Cm
n =Cn-m

n ,Cm
n+1 =Cm

n +Cm-1
n .

5.二项式定理

(a+b)n =C0nan+C1nan-1b+C2nan-2b2+…+Cr
nan-rbr+…+Cn

nbn

(n∈N*)叫做二项式定理.右边的多项式叫做 (a+b)n 的二项展

开式,它一共有n+1项,其中Cr
nan-rbr 叫做二项展开式的第r+1

项(也称通项),用Tr+1 表示.Cr
n(r=0,1,2,…,n)叫做第r+1

项的二项式系数,Tr+1=Cr
nan-rbr.
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复 习 题  

感受·理解

 (第4题)

1. 已知两条异面直线a,b上分别有5个点和8个点,用这13个点可确定多少

个不同的平面?

2. 从集合M={1,2,3,4,5,6,7,8,9}中分别取2个不同的数作为对数的

底数与真数,一共可得到多少个不同的对数值?

3. 从4台甲型电视机和5台乙型电视机中任选3台,要求甲、乙两种型号的电

视机都要选,有多少种不同的选法?

4. 如图所示,某电子器件由4个电阻串联而成形成回路,它共有5个焊接

点.如果焊接点脱落,那么整个电路就会不通.问:焊接点脱落的可能

情况共有多少种?

5.3张卡片的正、反两面分别写有数字1,2;3,4;5,6.将这3张卡片排成一排,

可构成多少个不同的三位数?

6. 由10个元素组成的集合有多少个子集?

7. 由0,1,2,3,4,5这6个数字可以组成多少个没有重复数字的奇数 ?

8. 求下列各展开式中的指定项:

(1)x+2x  
6
展开式中的第4项;

(2)(2x+5)4 展开式中的第3项.

9. 求证:32n +C1n·32n-2+C2n·32n-4+…+Cn-1
n ·32+1=10n.

10.证明 n
(n+1)! =

1
n!-

1
(n+1)!

,并利用这一结果化简:

(1)12!+
2
3!+

3
4!+

…+ 9
10!
;

(2)12!+
2
3!+

3
4!+

…+ n
(n+1)!

.

思考·运用 11. 将3个教师分到6个班级任教,每个教师教2个班,共有多少种不同的

分法?

12. 设(3x-1)7 =a0+a1x+a2x2+a3x3+a4x4+a5x5+a6x6+a7x7,求:

(1)a0+a2+a4+a6;

(2)a1+a3+a5+a7;

(3)|a0|+|a1|+|a2|+|a3|+|a4|+|a5|+|a6|+|a7|.

13. 求 (x2+3x+2)5 展开式中含x项的系数.

14. 设实数x>0,试判别(1+x)10与1+10x+45x2的大小关系,并说明理由.

15. 有10只不同的试验产品,其中有4只不合格品、6只合格品.现每次取1只

测试,直到4只不合格品全部测出为止.问:最后1只不合格品正好在第5
次测试时被发现的不同情形有多少种?

16.已知 x-2x2  
n

的展开式中,第5项与第3项的二项式系数之比为14∶3,

求展开式的常数项.
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探究·拓展 17.(阅读题)我们曾用组合模型发现了组合恒等式Cm
n =Cn-m

n 和Cm
n+1 =Cm

n +

Cm-1
n .这里所使用的方法,实际上是将一个量用两种方法分别算一次,由结

果相同得到等式,这是一种非常有用的思想方法,叫做“算两次”.对此,我

们并不陌生,如列方程时就要从不同的侧面列出表示同一个量的代数式,

几何中常用的等积法也是“算两次”的典范.再如,我们还可以用这种方法,

结合二项式定理得到很多组合恒等式,如由等式

(1+x)2n = (1+x)n(1+x)n

可得,左边xn 的系数为Cn
2n,而右边

 (1+x)n(1+x)n

= (C0n +C1nx+C2nx2+…+Cn
nxn)(C0n +C1nx+C2nx2+…+Cn

nxn),

xn 的系数为

 C0nCn
n +C1nCn-1

n +C2nCn-2
n +…+Cn

nC0n

= (C0n)2+(C1n)2+(C2n)2+…+(Cn
n)2,

由(1+x)2n = (1+x)n(1+x)n 恒成立可得

(C0n)2+(C1n)2+(C2n)2+…+(Cn
n)2 =Cn

2n.

你能用“算两次”的方法证明等式Am
n +mAm-1

n =Am
n+1吗?你能通过“算

两次”独立发现新的组合恒等式吗?

18. 根据杨辉三角,你还能发现有关组合数的哪些性质?
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一、填空题 1.从3名女同学和2名男同学中,选出1人主持某次主题班会,不同的选法种

数为    .

2.若C3n =C7n,则n的值是    .

3. 在(1+2x)5的展开式中含x2的项的系数为    .

4.2位同学分别从甲、乙、丙3门课程中选修1门,且2人选修的课程不同,则

不同选法共有    种.

5.设(x-1)21=a0+a1x+a2x2+…+a21x21,则a10+a11=      .

6.今有2个红球、3个黄球,同色球不加以区分,将这5个球排成一列有

    种不同的方法(用数字作答).

二、选择题 7.89×90×91×…×100可以表示为(  ).

                        A.A10100 B.A11100

C.A12100 D.A13100
8.从7本书中任意选取2本,共有不同的选法种数为(  ).

A.84 B.42

C.30 D.21

9.若 x- a
x2  

6

展开式中常数项为60,则常数a的值为(  ).

A.4 B.2

C.8 D.6

10.由1,2,3,4,5,6组成没有重复数字且1,3不相邻的六位数的个数是

(  ).

A.36 B.72

C.480 D.600

三、解答题 11.某校足球队有高一学生6人,高二学生5人,高三学生8人.
(1)若每个年级各选1名学生担任召集人,则有多少种不同的选法?

(2)若选派2人外出参观学习,要求这2人来自不同年级,则有多少种不同

的选法?

12.由0,1,2,3,4,5这6个数字,

(1)可以组成多少个无重复数字的四位数?

(2)可以组成多少个无重复数字且能被25整除的四位数?

13.甲组有5名男生,3名女生;乙组有6名男生,2名女生.若从甲、乙两组中各

选出2名学生,则选出的4人中恰有1名女生的不同选法共有多少种?
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14.已知f(x)= (1+x)m +(1+x)n(m∈N*,n∈N*),f(x)的展开式中含

x项的系数为11,那么当m,n为何值时,含x2 的项的系数取得最小值?

15.在 x- 1
2
4
x  

n

(n≥3,n∈N*)的展开式中,第2,3,4项的二项式系数

依次成等差数列.
(1)证明展开式中没有常数项;

(2)求展开式中所有的有理项.
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有一个颠扑不破的真理,那就是当我们不能确定什么

是真的时,我们就应该去探求什么是最可能的.
———笛卡儿

在现实生活中,我们会遇到许多较为复杂的概率问题.例如:
工厂生产的一批产品共 N 件,其中有 M 件不合格品,在随机取

出的n件产品中,不合格品数X 的可能值有哪些? 它们的概率各是

多少?
种植n粒棉花种子,每一粒种子可能出苗,也可能不出苗,其出

苗率为67%.问:出苗数y的可能值有哪些? 它们的概率各是多少?

● 用怎样的数学模型刻画上述问题?

● 如何运用这些数学模型解决相关的实际问题?
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在一块地里种下10棵树苗,成活的树苗棵数X 是0,1,…,10
中的某个数;

抛掷一颗骰子,向上的点数Y 是1,2,3,4,5,6中的某一个数;
新生婴儿的性别,抽查的结果可能是男,也可能是女.如果将男

婴用0表示,女婴用1表示,那么抽查的结果Z是0和1中的某个数;
……

● 上述现象有哪些共同特点?

上述现象中的X,Y,Z,实际上是把每个随机试验的基本事件都

对应一个确定的实数,即在试验结果(样本点)与实数之间建立了一

个映射.
例如,上面的植树问题中成活的树苗棵数X:

X =0,表示成活0棵;

X =1,表示成活1棵;
  “X>7”表示什么

意思?
……

一般地,如果随机试验的结果可以用一个变量来表示,那么这样

的变量叫做随机变量(randomvariable).通常用大写拉丁字母X,Y,

Z(或小写希腊字母ξ,η,ζ)等表示,而用小写拉丁字母x,y,z(加上

适当下标)等表示随机变量取的可能值.
引入随机变量后,随机试验中我们感兴趣的事件就可以通过随

机变量的取值表达出来.
上面新生婴儿的性别Z是一个随机变量,Z=0,表示新生婴儿

是男婴;Z=1,表示新生婴儿是女婴.

例1 (1)掷一枚质地均匀的硬币1次,若用X 表示掷得正面的次

数,则随机变量X 的可能取值有哪些?
(2)一个实验箱中装有标号为1,2,3,3,4的5只白鼠,若从

中任取1只,记取到的白鼠的标号为Y,则随机变量Y 的可能取

值有哪些? 
解 (1)抛掷硬币是随机试验,结果有两种可能,一种是正面向上,另
一种是反面向上,所以变量X 的取值可能是1(正面向上),也可能是

0(反面向上),故随机变量X 的取值构成集合{0,1}.
(2)根据条件可知,随机变量Y 的可能值有4种,它的取值集合

是{1,2,3,4}.
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引入了随机变量后,随机事件就可以用随机变量来表示了.
在例1(1)中,随机事件“掷一枚硬币,正面向上”可以用随机变量

表示为{X=1},随机事件“掷一枚硬币,反面向上”可以用随机变量表

示为{X=0}.
在例1(2)中,也可用 {Y=1},{Y=2},{Y=3},{Y=4}分

别表示取到1号、2号、3号和4号白鼠这4个随机事件.另一方面,在
例1(2)中,可以用{Y≤3}这样的记号表示“取到1号、2号或3号白

鼠”这件事情.也就是说,复杂的事件也可以用随机变量的取值来

表示. 
这样,我们就可以用随机事件发生的概率来表示随机变量取

值的概率了.如例1(1)中 {X =1}的概率可以表示为 P({X =

1})=P{掷一枚硬币,正面向上}=12
,其中P({X =1})常简记

为P(X=1).同理,P(X =0)= 12.这一结果可用表2 1 1来

描述.

表2 1 1

X 0 1

P 1
2

1
2

  例1(2)中随机变量Y 所表示的随机事件发生的概率也可用表

2 1 2来描述.

表2 1 2

Y 1 2 3 4

P 1
5

1
5

2
5

1
5

  上面的两个表格分别给出了随机变量X,Y 表示的随机事件的

概率,描述了随机变量的分布规律.
一般地,假定随机变量 X 有n 个不同的取值,它们分别是x1,

x2,…,xn,且

P(X =xi)=pi,i=1,2,…,n, ①

则称①为随机变量X 的概率分布列,简称为X 的分布列.也可以将

①用表2 1 3的形式来表示.
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表2 1 3

X x1 x2 … xn

P p1 p2 … pn

  我们将表2 1 3称为随机变量X 的概率分布表.它和①都叫

做随机变量X 的概率分布(probabilitydistribution).
显然,这里的pi(i=1,2,…,n)满足条件

pi≥0,

p1+p2+… +pn =1.

例2 从装有6只白球和4只红球的口袋中任取1只球,用X 表示

“取到的白球个数”,即

X=
1,当取到白球时,

0,当取到红球时, 
求随机变量X 的概率分布.
解 由题意知

P(X =0)= 4
6+4=25

,

P(X =1)= 6
6+4=35

,

故随机变量X 的概率分布列为P(X=0)=25
,P(X=1)=35

,概

率分布表如下.

表2 1 4

X 0 1

P 2
5

3
5

  在例2中,随机变量X 只取两个可能值0和1.像这样的例子还有

很多,如:在射击中,只考虑“命中”与“不命中”;对产品进行检验时,只
关心“合格”与“不合格”.我们把这一类概率分布称为0 1分布或两点

分布,并记为X~0 1分布或X~两点分布.此处“~”表示“服从”.

例3 同时掷两颗质地均匀的骰子,观察朝上一面出现的点数.求两

颗骰子中出现的较大点数X 的概率分布,并求X 大于2小于5的概

率P(2<X<5).
解 依题意易知,掷两颗骰子出现的点数有36种等可能的情况:
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(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),…,(6,5),
(6,6).因而X 的可能取值为1,2,3,4,5,6,详见表2 1 5.

表2 1 5

X 的值 出  现  的  点 情况数

1 (1,1) 1

2 (2,2)(2,1)(1,2) 3

3 (3,3)(3,2)(3,1)(2,3)(1,3) 5

4 (4,4)(4,3)(4,2)(4,1)(3,4)(2,4)(1,4) 7

5 (5,5)(5,4)(5,3)(5,2)(5,1)(4,5)(3,5)(2,5)(1,5) 9

6 (6,6)(6,5)(6,4)(6,3)(6,2)(6,1)(5,6)(4,6)(3,6)(2,6)(1,6) 11

  由古典概型可知X 的概率分布如表2 1 6所示.
表2 1 6

X 1 2 3 4 5 6

P 1
36

3
36

5
36

7
36

9
36

11
36

  从而

P(2<X<5)=P(X =3)+P(X =4)

= 5
36+736=13.

思 考   在例3中,求两颗骰子出现较小点数Y 的概率分布.

练 习 1.你每次接听电话的时间长度是一个随机变量吗?

2.引入随机变量后,(  ).
A.随机事件个数与随机变量一一对应

B.随机变量与区间一一对应

C.随机变量的取值是实数

D.随机变量与自然数一一对应

3.已知随机变量X 的概率分布如下:

X -1 -0.5 0 1.8 3

P 0.1 0.2 0.1 0.3 a

                        求:(1)a;      (2)P(X<0);
(3)P(-0.5≤X<3);   (4)P(X<-2);
(5)P(X>1);      (6)P(X<5).
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在产品质量管理中,常常通过抽样来分析合格品和不合格品的

分布,进而分析产品的质量.

● 假定一批产品共 N 件,其中有 M 件不合格品,随机取出的n
件产品中,不合格品数X 的概率分布如何?

现以N =100,M =5,n=10为例,研究抽取的10件产品中不

合格品数X 的概率分布.
从100件产品中随机抽取10件有 C10100种等可能基本事件.

{X =2}表示的随机事件是“取到2件不合格品和8件合格品”,依据

分步计数原理知有C25C895种基本事件,根据古典概型,得

P(X =2)=C
2
5C895
C10100

.

类似地,可以求得X 取其他值时对应的随机事件的概率,从而得

到不合格品数X 的概率分布如表2 2 1所示.
表2 2 1

X 0 1 2 3 4 5

P C05C1095
C10100

C15C995
C10100

C25C895
C10100

C35C795
C10100

C45C695
C10100

C55C595
C10100

  对一般情形,一批产品共N 件,其中有 M 件不合格品,随机取出

的n件产品中,不合格品数X 的概率分布如表2 2 2所示.

表2 2 2

X 0 1 2 … l

P C0MCn
N-M

Cn
N

C1MCn-1
N-M

Cn
N

C2MCn-2
N-M

Cn
N

… Cl
MCn-l

N-M

Cn
N

其中l=min(n,M ).
一般地,若一个随机变量X 的分布列为

P(X =r)=C
r
MCn-r

N-M

Cn
N

, ①

其中r=0,1,2,3,…,l,l=min(n,M),则称X 服从超几何分布

(hypergeometricdistribution),记为X~H(n,M,N),并将P(X =

r)=C
r
MCn-r

N-M

Cn
N

记为H(r;n,M,N).
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例1 高三(1)班的联欢会上设计了一项游戏:在一个口袋中装有

10个红球、20个白球,这些球除颜色外完全相同,一次从中摸出5个

球,摸到4个红球1个白球的就获一等奖.求获一等奖的概率.
解 用随机变量 X 表 示 取 到 的 红 球 数,则 X 服 从 超 几 何 分 布

H(5,10,30).
由公式①得

H(4;5,10,30)=C
4
10C5-420
C530 = 700

23751≈0.0295.

答 获一等奖的概率约为2.95%.

本题中X 的概率分布如下.

表2 2 3

X 0 1 2 3 4 5

P 2584
23751

8075
23751

8550
23751

3800
23751

700
23751

42
23751

  我们也可以把分布列用图形直观地表示出来(图2 2 1).

图2 2 1

例2 生产方提供50箱的一批产品,其中有2箱不合格产品.采购

方接收该批产品的准则是:从该批产品中任取5箱产品进行检测,若
至多有1箱不合格产品,则接收该批产品.问:该批产品被接收的概

率是多少? 
解 用X 表示“5箱中不合格产品的箱数”,则 X 服从超几何分布

H(5,2,50).这批产品被接收的条件是5箱中没有不合格产品或只

有1箱不合格产品,所以被接收的概率为P(X≤1),即

P(X≤1)=C
0
2C548
C550 +C

1
2C448
C550 =243245.

答 该批产品被接收的概率是243
245
(约为0.99184).
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  在Excel中,可以直接使用超几何分布函数进行计算.例如,按
“插入/函数/统计”选择超几何分布函数“HYPGEOMDIST”,然后依

次 输 入 r,n,M,N 的 值,或 直 接 在 单 元 格 内 输 入 “=
HYPGEOMDIST(4;5,10,30)”,即可得到例1中获一等奖的概率

约为0.029472443.

练 习 1. 一个班级有30名学生,其中有10名女生.现从中任选3名学生当班委,令随

机变量X 表示3名班委中女生的人数,随机变量Y 表示3名班委中男生的

人数,试求X 与Y 的概率分布.
2. 设50件商品中有15件一等品,其余为二等品.现从中随机选购2件,用 X

表示所购2件商品中一等品的件数,写出X 的概率分布.

习题2.2  

感受·理解 1. 写出下列随机变量的可能取值,并说明随机变量所表示的随机试验的结果.
(1)从甲地到乙地有汽车、火车和飞机3种直达交通工具,旅费分别为100

元、80元和400元,某人从甲地去乙地旅游,他的旅费为X;
(2)盒内装着标有1~4号的大小相同的4个小球,随机抽取2个,所得的号

码之和为Y.
2. 设随机变量X 只能取5,6,7,…,16这12个值,且取每个值的机会是均等

的,试求:
(1)P(X>8);
(2)P(6<X≤14);
(3)P(X≥10).

3. 在0 1分布中,设P(X =0)=p,0<p<1,求P(X =1)的值.
4. 设15件同类型的零件中有2件是不合格品,从其中任取3件,以X 表示取

出的3件中的不合格品的件数,试求X 的概率分布.

思考·运用 5. 随机变量X 的分布列为P(X =k)= k
15
,k=1,2,3,4,5,试求:

(1)P(X<3);

(2)P 1
2 <X< 52  ;

(3)P(2≤X≤4).

探究·拓展 6.1000只灯泡中含有n(2≤n≤992)只不合格品,从中一次任取10只,问:
恰含有2只不合格品的概率f(n)是多少? 当n为何值时,f(n)取得最大值?
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抛掷一枚质地均匀的硬币2次.
(1)2次都是正面向上的概率是多少?
(2)在已知有1次出现正面向上的条件下,2次都是正面向上的

概率是多少?

(3)在第1次出现正面向上的条件下,第2次出现正面向上的概

率是多少?

● 上述几个问题有什么区别? 它们之间有什么关系?

2.3.1 条件概率  

  两次抛掷硬币的基本事件构成集合S={正正,正反,反正,反

反},其中两次都是正面向上的事件记为A,即A={正正},故

P(A)=14.

两次抛掷硬币,其中至少有1次正面向上的事件记为B,即B=

{正正,正反,反正},那么,在B 发生的条件下,A 发生的概率为1
3.

这说明,在事件 B 发生的条件下,事件 A 发生的概率产生了

变化. 

  在“|”之 后 的 部

分表示条件.

一般地,对于两个事件A 和B,在已知事件B 发生的条件下事件

A 发生 的 概 率,称 为 事 件 B 发 生 的 条 件 下 事 件 A 的 条件概率

(conditionalprobability),记为P(A|B).
比如,若记“2次抛掷硬币,其中有1次正面向上”为事件B,“2次

抛掷硬币都是正面向上”为事件A,则P(A|B)就表示“已知2次抛掷

硬币试验中有1次正面向上的条件下,2次都是正面向上的概率”.

思 考 若事件A 与B 互斥,则P(A|B)等于多少?

  事件AB表示事件

A和事件B同时发生.

在上面的问题中,P(B)=34
,P(AB)=14

,P(A|B)=13
,我们

发现 
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P(A|B)=13=

1
4
3
4

=P(AB)
P(B).

一般地,若P(B)>0,则事件B 发生的条件下A 发生的条件概

率是

  P(A|B)=P(AB)
P(B).

利用条件概率,我们有

  此公式称为乘法

公式.
P(AB)=P(A|B)P(B).

例1 抛掷一颗质地均匀的骰子的基本事件构成集合S={1,2,3,

4,5,6},令事件 A={2,3,5},B={1,2,4,5,6},求 P(A),

P(B),P(AB),P(A|B).
解 A∩B={2,5},由古典概型可知

P(A)=36=12
,

P(B)=56
,

P(AB)=26=13
,

所以

P(A|B)=P(AB)
P(B) =25.

例2 如图2 3 1所示的正方形被平均分成9个部分,向大正方

形区域随机地投掷一个点(每次都能投中),设投中最左侧3个小正方

形区域的事件记为A,投中最上面3个小正方形或正中间的1个小正

方形区域的事件记为B,求P(AB),P(A|B).

图2 3 1
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解 根据几何概型,得

P(AB)=19
,

P(B)=49
,

所以

P(A|B)=P(AB)
P(B) =14.

例3 在一个盒子中有大小一样的20个球,其中有10个红球、10
个白球.某人无放回地依次从中摸出1个球,求第1次摸出红球且第

2次摸出白球的概率.
解 记“第1次摸出红球”为事件A,“第2次摸出白球”为事件B,由
乘法公式得

P(AB)=P(B|A)P(A)

=1019×1020
≈0.2632.

答 所求概率约为0.2632.

练 习 1. 从一批含有10件合格品、3件不合格品的产品中随机地逐个抽取,抽出后的

产品不放回,设X 表示直到取得合格品时的抽取次数,试求:
(1)直到第2次才取到合格品的概率P(X =2);
(2)直到第3次才取到合格品的概率P(X =3).

2. 抛掷两颗质地均匀的骰子各1次,
(1)向上的点数之和为7时,其中有1个的点数是2的概率是多少?
(2)向上的点数不相同时,其中有1个的点数为4的概率是多少?



概  率 第2章

59   

2.3.2 事件的独立性  

现在我们回到第2.3节开头的问题(3),抛掷2次硬币,第一次出

现正面向上的条件,对第二次出现正面向上的概率是否产生影响?
设B 表示事件“第一次正面向上”,A 表示事件“第二次正面向

上”,由古典概型知

P(A)=12
,P(B)=12

,P(AB)=14
,

所以

P(A|B)=P(AB)
P(B)=12.

即P(A)=P(A|B),这说明事件B 的发生不影响事件A 发生的

概率. 
一般地,若事件A,B 满足P(A|B)=P(A),则称事件A,B

独立.
当A,B 独立时,若P(A)>0,因为

P(A|B)=P(AB)
P(B) =P(A),

所以

P(AB)=P(A)P(B),

故

P(B|A)=P(AB)
P(A) =P(B),

即B,A 也独立.这说明A 与B 独立是相互的,此时事件A 和B 同时

发生的概率等于事件A 发生的概率与事件B 发生的概率之积,即

  P(AB)=P(A)P(B).

如果我们认为任何事件与必然事件独立,任何事件与不可能事

件独立,那么两个事件A,B 相互独立的充要条件是

P(AB)=P(A)P(B).

今后我们将遵循此约定.
两个事件的独立性可以推广到n(n>2)个事件的独立性:若事

件A1,A2,…,An 相互独立,则这n个事件同时发生的概率

P(A1A2…An)=P(A1)P(A2)…P(An).
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例1 求证:若事件A 与B 相互独立,则事件A 与B 也相互独立.
证 因为

P(AB)+P(AB)=P(A),

所以

P(AB)=P(A)-P(AB).

因为A,B 相互独立,所以

P(AB)=P(A)P(B),

于是

  类似可证,A与B
相互独立,A与B相互

独立.

P(AB)=P(A)-P(A)P(B)

=P(A)(1-P(B))

=P(A)P(B).

因此,事件A 与B 相互独立.

图2 3 2

例2 如图2 3 2,用X,Y,Z这3类不同的元件连接成系统N,
每个元件是否正常工作不受其他元件的影响.当元件X,Y,Z 都正

常工作时,系统N 正常工作.已知元件X,Y,Z正常工作的概率依次

为0.80,0.90,0.90,求系统N 正常工作的概率. 
解 若将元件X,Y,Z 正常工作分别记为事件A,B,C,则系统 N
正常工作为事件ABC.

根据题意,有

P(A)=0.80,P(B)=0.90,P(C)=0.90.

因为事件A,B,C是相互独立的,所以系统N 正常工作的概率

P=P(ABC)    

=P(A)P(B)P(C)

=0.80×0.90×0.90

=0.648.

答 系统N 正常工作的概率为0.648.

思 考 若X,Y,Z按图2 3 3的方式连接成一个系统,每个元件是否

正常工作不受其他元件的影响.当元件X 正常工作和Y,Z中至少有

1个正常工作时,系统就正常工作.求这个系统正常工作的概率.

图2 3 3
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例3 已知加工某一零件共需两道工序,第1,2道工序的不合格品

率分别为3%和5%,且各道工序互不影响.问:加工出来的零件是不

合格品的概率是多少?
分析 设A 表示事件“加工出来的零件是不合格品”,A1,A2 分别表

示事件“第1道工序出现不合格品”和“第2道工序出现不合格品”,解
决问题的过程可以用流程图表示(图2 3 4):

用Ai 表示第i(i=1,2)道工序加工

出来的产品为不合格品的事件

用Ai 的运算表示事件A
↓

计算P(A)
↓

图2 3 4

解法1 设A 表示事件“加工出来的零件是不合格品”,A1,A2 分别表

示事件“第1道工序出现不合格品”和“第2道工序出现不合格品”.因
为依常理,第1道工序为不合格品,则该产品为不合格品,所以

A =A1+A1A2,

因为各道工序互不影响,所以

P(A)=P(A1+A1A2)       

=P(A1)+P(A1A2)

=P(A1)+P(A1)P(A2)

=0.03+0.97×0.05

=0.0785.

解法2 设A 表示事件“加工出来的零件是不合格品”,A1,A2 分别表

示事件“第1道工序出现不合格品”和“第2道工序出现不合格品”.因
为A=A1A2,所以

P(A)=P(A1A2)         

=P(A1)P(A2)

= [1-P(A1)][1-P(A2)]

= (1-0.03)(1-0.05)

=0.9215,

P(A)=1-P(A)=1-0.9215=0.0785.

答 加工出来的零件是不合格品的概率为7.85%.
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思 考   如果A 和B 是两个相互独立的事件,那么1-P(A)P(B)表示

什么?

练 习 1. 下面的说法对吗?
(1)如果昨天有飞机失事,那么今天乘飞机要安全一些;
(2)连续掷一枚硬币接连出现5次正面,第6次出现反面的可能性会增大.

2. 如图所示的正方形被平均分成9个部分,向大正方形区域随机地投掷一点

(每次都能投中),投中最左侧3个小正方形区域的事件记为A,投中最上面

3个小正方形区域的事件记为B,试判断A 与B 是否为独立事件.

(第2题)

3.3个人独立地翻译密码,每人译出此密码的概率依次为0.35,0.30,0.25.设
随机变量X 表示译出此密码的人数,试求:
(1)3个人同时译出此密码的概率P(X =3);
(2)至多有2个人译出此密码的概率P(X≤2);
(3)3个人都未能译出此密码的概率P(X =0);
(4)此密码被译出的概率P(X≥1).
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射击n次,每一次射击可能击中目标,也可能击不中目标,而且

当射击条件不变时,可以认为每次击中目标的概率p是不变的;
抛掷一颗质地均匀的骰子n次,每一次抛掷可能出现“5”,也可

能不出现“5”,而且每次掷出“5”的概率p都是1
6
;

种植n粒棉花种子,每一粒种子可能出苗,也可能不出苗,其出

苗率是67%.

▲瑞士数学家雅·伯

努 利 (J.Bernoulli,
1654~1705),对微积

分、微分方程、变分法

和概率论都作出了重

要贡献.n次独立重复

试验就是由他首先研

究的,故 又 称 伯 努 利

概型. 

一般地,由n次试验构成,且每次试验相互独立完成,每次试验

的结果仅有两种对立的状态,即A 与A,每次试验中P(A)=p>0.
我们将这样的试验称为n 次独立重复试验,也称为伯努利试验

(Bernoullitrials).

● 在n次独立重复试验中,如果每次试验事件A 发生的概率均

为p,那么在这n次试验中,事件A 恰好发生k次的概率是多少?

我们先研究下面的问题:射击3次,每次射中目标的概率都为

p>0.设随机变量X 是射中目标的次数,求随机变量X 的概率分布.
分析1 这是一个3次独立重复试验,设“射中目标”为事件 A,则

P(A)=p,P(A)=1-p(记为q),用图2 4 1的树形图来表示该

试验的过程和结果.

图2 4 1
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由树形图可见,随机变量X 的概率分布如表2 4 1所示.

表2 4 1

X 0 1 2 3

P q3 3pq2 3p2q p3

分析2 在X=k时,根据试验的独立性,事件A在某指定的k次发生

时,其余的3-k次则不发生,其概率为pkq3-k.而3次试验中发生k次

A 的方式有Ck
3 种,故有

P(X =k)=Ck
3pkq3-k,k=0,1,2,3.

因此,概率分布可以表示为表2 4 2.

表2 4 2

X 0 1 2 3

P C03q3 C13pq2 C23p2q C33p3

  一般地,在n次独立重复试验中,每次试验事件A 发生的概率均

为p(0<p<1),即P(A)=p,P(A)=1-p=q.由于试验的独

立性,n次试验中,事件A 在某指定的k 次发生,而在其余n-k次不

发生的概率为pkqn-k.又由于在n次试验中,事件A 恰好发生k 次的

方式有 Ck
n 种,所 以 在 n 次 独 立 重 复 试 验 中,事 件 A 恰 好 发 生

k(0≤k≤n)次的概率为

Pn(k)=Ck
npkqn-k,k=0,1,2,…,n,

Pn(0)+Pn(1)+…+
Pn(n)等于1吗?

它恰好是 (q+p)n 的二项展开式中的第k+1项.
若随机变量X 的分布列为

P(X =k)=Ck
npkqn-k,

其中0<p<1,p+q=1,k=0,1,2,…,n,则称X 服从参数为n,

p的二项分布(binomialdistribution),记作X~B(n,p).

例1 求随机抛掷100次均匀硬币,正好出现50次正面的概率.
分析 将一枚均匀硬币随机抛掷100次,相当于做了100次独立重复

试验,每次试验有2个可能结果,即出现正面(A)与出现反面(A),且
P(A)=0.5.
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解 设X 为抛掷100次硬币出现正面的次数,依题意,随机变量X~
B(100,0.5),则

P(X =50)=C50100p50q100-50

=C501000.5100

≈8%.

答 随机抛掷100次均匀硬币,正好出现50次正面的概率约为8%.

思 考 “随机抛掷100次均匀硬币正好出现50次反面”的概率是多少?

例2 设某保险公司吸收10000人参加人身意外保险,该公司规

定:每人每年付给公司120元,若意外死亡,公司将赔偿10000元.如
果已知每人每年意外死亡的概率为0.006,那么该公司会赔本吗?
解 设这10000人中意外死亡的人数为X,根据题意,X 服从二项分

布B(10000,0.006):

P(X =k)=Ck
100000.006k(1-0.006)10000-k.

死亡人数为 X 人时,公司要赔偿 X 万元,此时公司的利润为

(120-X)万元.由上述分布,公司赔本的概率为

P(120-X<0)=1-P(X≤120)      

=1-∑
120

k=0
P(X =k)

=1-∑
120

k=0
Ck
100000.006k·0.99410000-k

≈0,

这说明,公司几乎不会赔本.
答 公司几乎不会赔本.

在Excel中,计算二项分布的函数是“BINOMDIST”,选择“插
入/函数/统计”,可依提示输入相应的参数,或在单元格内直接输入

“=BINOMDIST(120,10000,0.006,1)”,就可得到例2中P(X≤120)
的值(如图2 4 2).

图2 4 2
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函数BINOMDIST中最后一个参数cumulative为一逻辑值,用
于确定函数的形式.若cumulative为1,则函数BINOMDIST返回累

积分布函数,即至多number_s次成功的概率;若cumulative为0,则
函数BINOMDIST返回概率密度函数,即number_s次成功的概率.

练 习 1. 某种灯泡使用寿命在1000h以上的概率为0.2,求3个灯泡使用1000h
后,至多只坏1个的概率.

2. 甲、乙、丙3人独立地破译某个密码,每人译出密码的概率均为0.25,设随机

变量X 表示译出密码的人数.
(1)写出X 的分布列;
(2)密码被译出的概率是多少?

3. 对患某种病的人,假定施行手术的生存率是70%,现有8个病人施行该种手

术,设X 为8个病人中生存下来的人数.
(1)求P(X =7);
(2)写出X 的概率分布.
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习题2.4  

感受·理解 1. 一个盒子中装有a只黑球和b只白球,现在从中先后有放回地任取2只球,
设A 表示“第一次取得黑球”的事件,B 表示“第二次取得黑球”的事件,试
计算P(A)与P(A|B)的值,并判断A 与B 是否为独立事件.

2. 电路中,电压超过额定值的概率为p1,在电压超过额定值的情况下,电气设

备被烧坏的概率为p2.求电压超过额定值且电气设备烧坏的概率.
3. 某种动物活到20岁的概率是0.8,活到25岁的概率是0.4.问:现龄20岁

的这种动物活到25岁的概率是多少?

4. 如果某种报警器的可靠性为80%,那么安装2只这样的报警器能将可靠性

提高到多大?

5. 已知甲、乙、丙3名运动员击中目标的概率分别为0.7,0.8,0.85,若他们3
人分别向目标各发1枪,求命中目标的次数X 的概率分布.

6. 制药厂组织2组技术人员分别独立地试制不同类型的新药,设每组试制成

功的概率都是0.40.当第一组成功时,该组研制的新药的年销售额为400
万元,若失败则没有收入;当第二组成功时,该组研制的新药的年销售额为

600万元,若失败则没有收入.以X 表示这两种新药的年销售总额,求X 的

概率分布.
7. 批量较大的一批产品中有30%的一级品,进行重复抽样检查,共取5个样品,求:
(1)取出的5个样品中恰有2个一级品的概率;
(2)取出的5个样品中至少有2个一级品的概率.

8. 某单位有18个人,其中O型血有9人,A型血有3人,B型血有4人,AB型

血有2人.现从中选出2人,问:在第一人是A型血的条件下,第二人是O
型血的概率是多少?

思考·运用 9. 证明:若P(A|B)=P(A|B),则事件A 与B 是独立的.
10. 某城市小汽车的普及率为20%,即平均每10个家庭中有2个家庭有小汽

车.若从这个城市中任意选出9个家庭,试求3个以上(包括3个)的家庭有

小汽车的概率.

探究·拓展 11. 在本节的例2中,求该公司盈利额不少于400000元的概率.
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前面所讨论的随机变量的取值都是离散的,我们把这样的随机

变量称为离散型随机变量.

● 怎样刻画离散型随机变量取值的平均水平和稳定程度呢?

2.5.1 离散型随机变量的均值  

甲、乙两个工人生产同一种产品,在相同的条件下,他们生产

100件产品所出的不合格品数分别用X1,X2 表示,X1,X2 的概率

分布如下.
表2 5 1

X1 0 1 2 3

pk 0.7 0.1 0.1 0.1

X2 0 1 2 3

pk 0.5 0.3 0.2 0

  ● 如何比较甲、乙两个工人的技术?

在《数学3(必修)》“统计”一章中,我们曾用公式

x1p1+x2p2+… +xnpn

计算样本的平均值,其中pi 为取值为xi 时的频率值.
类似地,若离散型随机变量X 的概率分布如表2 5 2所示,则称

x1p1+x2p2+… +xnpn

为离散型随机变量X 的均值或数学期望,记为E(X)或μ,即

  E(X)=μ=x1p1+x2p2+… +xnpn,

其中,xi 是随机变量X 的可能取值,pi 是概率,pi≥0,i=1,2,…,

n,p1+p2+… +pn =1.
表2 5 2

X x1 x2 … xn

P p1 p2 … pn
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  离散型随机变量X 的均值也称为X 的概率分布的均值.
对于前面的问题,通过计算可以求得

E(X1)=0×0.7+1×0.1+2×0.1+3×0.1=0.6,

E(X2)=0×0.5+1×0.3+2×0.2+3×0=0.7.

由于E(X1)<E(X2),即甲工人生产出的废品数的均值小,从这

个意义上讲,甲的技术比乙的技术好.

例1 高三(1)班的联欢会上设计了一项游戏,在一个口袋中装有

10个红球、20个白球,这些球除颜色外完全相同.某学生一次从中摸

出5个球,其中红球的个数为X,求X 的数学期望.
分析 从口袋中摸出5个球相当于抽取n=5个产品,随机变量X 为

5个球中的红球个数,则X 服从超几何分布H(5,10,30).
解 由第2.2节例1可知,随机变量 X 的概率分布如表2 5 3
所示. 

表2 5 3

X 0 1 2 3 4 5

P 2584
23751

8075
23751

8550
23751

3800
23751

700
23751

42
23751

  从而

E(X)=0×258423751+1×807523751+2×855023751+

 3×380023751+4× 700
23751+5× 42

23751

=53

≈1.6667.

答 X 的数学期望约为1.6667.

例2 从批量较大的成品中随机取出10件产品进行质量检查,若这

批产品的不合格品率为0.05,随机变量X 表示这10件产品中的不合

格品数,求随机变量X 的数学期望E(X).
解 由于批量较大,可以认为随机变量X~B(10,0.05),

P(X =k)=pk =Ck
10pk(1-p)10-k,k=0,1,2,…,10.

随机变量X 的概率分布如表2 5 4所示.
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  一 般 地,由 定 义

可求出超几何分布和

二项分布的数学期望

的计算公式:
当X ~H(n,M,

N)时,E(X)=nM
N
;

当X ~B(n,p)
时,E(X)=np.

表2 5 4

X 0 1 2 3 4 5

pk C010p0(1-p)10C110p1(1-p)9 C210p2(1-p)8 C310p3(1-p)7 C410p4(1-p)6 C510p5(1-p)5

X 6 7 8 9 10

pk C610p6(1-p)4 C710p7(1-p)3 C810p8(1-p)2 C910p9(1-p)1C1010p10(1-p)0

  故

E(X)=∑
10

k=0
kpk =0.5.

答 随机变量X 的数学期望E(X)为0.5.

先利用Excel的自动填充和引用功能计算超几何分布,再根据数

学期望的定义计算期望值(图2 5 1).

  单 元 格 B2,B3
中的公式.B3也可直

接 输 入 函 数 “=
SUMPRODUCT(B1:

G1,B2:G2)”来计算. 图2 5 1

练 习 1. 设随机变量X 的概率分布如下表,试求E(X).

X 1 2 3 4 5

P 1
5

1
5

1
5

1
5

1
5

2. 假定1500件产品中有100件不合格品,从中抽取15件进行检查,其中不合

格品件数为X,求X 的数学期望.
3. 从甲、乙2名射击运动员中选择1名参加比赛,现统计了这2名运动员在训

练中命中环数X,Y 的概率分布如下,问:哪名运动员的平均成绩较好?

X 8 9 10

P 0.3 0.1 0.6

Y 8 9 10

P 0.2 0.5 0.3

4. 某商家有一台电话交换机,其中有5个分机专供与顾客通话.设每个分机在

1h内平均占线20min,并且各个分机是否占线是相互独立的,求任一时刻

占线的分机数目X 的数学期望.
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2.5.2 离散型随机变量的方差与标准差  

甲、乙两名工人生产同一种产品,在相同的条件下,他们生产

100件产品所出的不合格品数分别用X1,X2 表示,X1,X2 的概率

分布如表2 5 5所示. 

表2 5 5

X1 0 1 2 3

pk 0.6 0.2 0.1 0.1

X2 0 1 2 3

pk 0.5 0.3 0.2 0

从均值看,E(X1),E(X2)都是0.7,那么,

● 如何比较甲、乙两名工人的技术?

我们知道,当样本平均值相差不大时,可以利用样本方差考察样

本数据与样本平均值的偏离程度.能否用一个类似于样本方差的量

来刻画随机变量的波动程度呢?
一般地,若离散型随机变量X 的概率分布如表2 5 6所示,则

(xi-μ)2(μ=E(X))描述了xi(i=1,2,…,n)相对于均值μ的偏

离程度,故

(x1-μ)2p1+(x2-μ)2p2+…+(xn-μ)2pn

(其中pi≥0,i=1,2,…,n,p1+p2+…+pn =1)刻画了随机

变量X 与其均值μ 的平均偏离程度,我们将其称为离散型随机变量

X 的方差,记为V(X)或σ2.即

V(X)=σ2 = (x1-μ)2p1+(x2-μ)2p2+…+(xn-μ)2pn,

其中,pi≥0,i=1,2,…,n,p1+p2+…+pn =1.

表2 5 6

X x1 x2 … xn

P p1 p2 … pn

  方差也可用公式V(X)=∑
n

i=1
x2ipi-μ2 计算,有兴趣的同学可以

尝试证明.
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  随机变量 X 的方差也称为X 的概率分布的方差,X 的方差

V(X)的算术平方根称为X 的标准差,即

  σ= V(X).

思 考   随机变量的方差和样本方差有何区别和联系?

随机变量的方差和标准差都反映了随机变量的取值偏离于均值

的平均程度.方差或标准差越小,随机变量偏离于均值的平均程度就

越小.
对于前面的问题,通过计算可以求出 X1,X2 的标准差分别为

1.005,0.781,这说明乙的技术稳定性较好,甲的技术稳定性较差.

例1 已知随机变量X 的分布如表2 5 7所示,求方差V(X)和

标准差 V(X).

表2 5 7

X 0 1

P 1-p p

解 因为μ=0×(1-p)+1×p=p,所以

V(X)= (0-p)2(1-p)+(1-p)2p

=p(1-p),

V(X)= p(1-p).

例2 求第2.5.1节例1中超几何分布 H(5,10,30)的方差和标

准差.
解 第2.5.1节例1中的超几何分布如表2 5 8所示.

表2 5 8

X 0 1 2 3 4 5

P 2584
23751

8075
23751

8550
23751

3800
23751

700
23751

42
23751

数学期望为μ=53
,由公式V(X)=∑

n

i=1
x2ipi-μ2 有

V(X)=0×258423751+1×807523751+4×855023751+      
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 9×380023751+16× 700
23751+25× 42

23751- 5
3  2

=204750213759≈0.9579
,

故标准差

σ≈0.9787.

例3 求第2.5.1节例2中的二项分布B(10,0.05)的方差和标

准差.
解 p=0.05,该分布如表2 5 9所示.

  一 般 地,由 定 义

可以求出超几何分布

和二项分布的方差的

计算公式:
当X~H(n,M,

N)时,V(X)=
nM(N-M)(N-n)

N2(N-1)
;

当X ~B(n,p)
时,V(X)=np(1-p).

表2 5 9

X 0 1 2 3 4 5

pk C010p0(1-p)10C110p1(1-p)9 C210p2(1-p)8 C310p3(1-p)7 C410p4(1-p)6 C510p5(1-p)5

X 6 7 8 9 10

pk C610p6(1-p)4 C710p7(1-p)3 C810p8(1-p)2 C910p9(1-p)1C1010p10(1-p)0

  由第2.5.1节例2知μ=E(X)=0.5,由V(X)=∑
n

i=1
x2ipi-μ2得

σ2=02×C0100.050×0.9510+12×C1100.051×0.959+… +
 102×C10100.0510×0.950-0.52

≈0.725-0.25

=0.475,

故标准差

σ≈0.6892.

练 习 1. 设随机变量X 的概率分布如下表所示,试求X 的标准差.

X 1 2 3 4 5

P 1
5

1
5

1
5

1
5

1
5

2. 假定1500件产品中有100件不合格品,从中抽取15件进行检查,求15件中

不合格品件数X 的标准差.
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习题2.5  

感受·理解 1. 设随机变量X 的概率分布如下表所示,且E(X)=2.5,求a和b.

X 1 2 3 4

P 1
4

3
16 a b

2. 对0 1分布,证明方差V(X)≤ 14.

3. 甲、乙、丙3人独立地破译某个密码,每人译出此密码的概率均为0.25.假

定随机变量X 表示译出此密码的人数,求E(X),V(X)和 V(X).
4. 某人每次射击命中目标的概率为0.8,现连续射击3次,求击中目标的次数

X 的数学期望和方差.
5. 对第2.4节例2,计算保险公司的期望收入.

思考·运用 6. 假定某射手每次射击命中目标的概率为2
3.现有3发子弹,该射手一旦射中

目标,就停止射击,否则就一直独立地射击到子弹用完.设耗用子弹数为

X,求:
(1)X 的概率分布;
(2)均值E(X);

(3)标准差 V(X).
7. 某养鸡场流行一种传染病,鸡的感染率为10%.现对10000只鸡进行抽血

化验,以期查出所有病鸡.有3种方案:① 逐只化验;② 按40只鸡一组分

组,并把同组的40只鸡抽到的血混合在一起化验,若发现有问题,再分别对

该组40只鸡逐只化验;③ 将②中的40只一组改为4只一组再做.问:哪种

方案化验次数的期望值较小?

探究·拓展 8.(阅读题)在考察野生动物时,常常需要了解野生动物种群的大小.一种常用

的方法是,先捕捉一定数量的动物,做上记号(假定记号不会消失),放回到

原群体中,过适当时间后,再捕捉第二个样本,统计其中有标记的动物数,最
后根据以上资料就可以估计该种群的大小.它的原理是:在捕捉第二个样

本时,捉到有标记的动物数X 是一个服从超几何分布的随机变量,依据超

几何分布的期望,就可以估计该种群的大小.
现有某野生动物研究小组在山区随机捕捉了40只山猫,做上记号后放

回山里.一个月后他们又在该山区捕捉了20只山猫,发现其中有2只有记

号.试估计该山区山猫种群的数量.
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从某中学的男生中随机地选出84名,测量其身高,数据(单
位:cm)如下: 

164 175 170 163 168 161 177 173 165 181 155 178
164 161 174 177 175 168 170 169 174 164 176 181
181 167 178 168 169 159 174 167 171 176 172 174
159 180 154 173 170 171 174 172 171 185 164 172
163 167 168 170 174 172 169 182 167 165 172 171
185 157 174 164 168 173 166 172 161 178 162 172
179 161 160 175 169 169 175 161 155 156 182 182

  ● 上述数据的分布有怎样的特点?

为了研究身高的分布,可以先根据这些数据作出频率分布直方图.
第一步 对数据分组(取组距d=4);
第二步 列出频数(或频率)分布表,如图2 6 1所示;

图2 6 1

第三步 作出频率分布直方图,如图2 6 2所示.

图2 6 2
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由图2 6 2可以看出,上述数据的分布呈现“中间高,两边低,
左、右大致对称”的特点.

可以设想,如果数据无限增多且组距无限缩小,那么频率分布直

方图上的频率折线将趋于一条光滑的曲线,我们将此曲线称为

概率密度曲线(图2 6 3).

图2 6 3

从图2 6 3可以看出,曲线存在一条过曲线峰顶的对称轴,身
高的平均值就在曲线峰顶在x轴上的垂直投影处,身高在平均值附

近的人相对较多,而远离平均值的人相对较少,即很高的人或很矮的

人所占的比例差不多,且很小,这正和实际的情况相吻合.我们把具

有这种特性的曲线叫做正态密度曲线,它的函数表达式是

P(x)= 1
2πσ
e-

(x-μ)
2

2σ2 ,x∈R,

这里有两个参数μ和σ,其中σ>0,μ∈R.
如图2 6 4,不同的μ和σ对应着不同的正态密度曲线.

图2 6 4

正态密度曲线图象具有如下特征:
(1)当x<μ时,曲线上升;当x>μ时,曲线下降;当曲线向左右

两边无限延伸时,以x轴为渐近线;  正态分布在统计

学上的应用始于拉普

拉斯和高斯.1893年,
英 国 数 学 家 皮 尔 逊

(K.Pearson,1857~
1936)首先使用“正态

分布”这一名称.

(2)正态曲线关于直线x=μ对称;
(3)σ越大,正态曲线越扁平;σ越小,正态曲线越尖陡;
(4)在正态曲线下方和x轴上方范围内的区域面积为1.
若X 是一个随机变量,则对任给区间(a,b],P(a<X≤b)恰好

是正态密度曲线下方和X 轴上(a,b]上方所围成的图形的面积,我
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们就 称 随 机 变 量 X 服 从 参 数 为μ 和σ2 的 正 态 分 布 (normal
distribution),简记为X~N(μ,σ2).

现实世界中的很多随机变量遵循正态分布.例如,反复测量某一

个物理量,其测量误差X 通常被认为服从正态分布;某一地区同性别

同年龄组儿童的体重W,被近似地认为服从正态分布;某地每年1月

份的平均气温T,也被近似地认为服从正态分布.
若X~N(μ,σ2),则随机变量X 在μ 的附近取值的概率很大,在

离μ很远处取值的概率很小.
具体地,如图2 6 5所示,随机变量X 取值

落在区间 (μ-σ,μ+σ)上的概率约为68.3%,
落在区间 (μ-2σ,μ+2σ)上的概率约为95.4%,
落在区间 (μ-3σ,μ+3σ)上的概率约为99.7%.

图2 6 5

事实上,μ就是随机变量X 的均值,σ2 就是随机变量X 的方差,
它们分别反映X 取值的平均大小和稳定程度.

我们将正态分布N(0,1)称为标准正态分布[图2 6 6,其中A
栏为x的取值,B 栏为P(x)的值],通过查标准正态分布表(见附表

1)可以确定服从标准正态分布的随机变量的有关概率. 

图2 6 6

                        例1 若随机变量Z~N(0,1),查标准正态分布表,求:
(1)P(Z≤1.52); (2)P(Z>1.52);
(3)P(0.57<Z≤2.3); (4)P(Z≤-1.49).

解 (1)P(Z≤1.52)=0.9357(图2 6 7(1)).
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  只要求掌握用查

表法求标准正态分布

的有 关 概 率.该 表 是

针 对 Z≥0设 计 的,
若Z<0,则须转换再

查.查表前,可画个草

图,以帮助查表.

  (2)P(Z>1.52)=1-P(Z≤1.52)

=1-0.9357

=0.0643.

图2 6 7

  (3)P(0.57<Z≤2.3)=P(Z≤2.3)-P(Z≤0.57)

=0.9893-0.7157

=0.2736(图2 6 7(2)).

(4)P(Z≤-1.49)=P(Z≥1.49)

=1-P(Z≤1.49)

=1-0.9319

=0.0681(图2 6 7(3)).

实 验   设想有一块长100mm、高60mm、宽7mm的透明塑料板,中间

有一个宽2~3mm、深50mm的小槽(图2 6 8).

图2 6 8

如果从上面的洞往里不断地丢进米粒(或沙粒),那么米粒(或沙

粒)在槽中堆积起来的边缘形状就像一条左右对称的光滑曲线,此曲

线就是通常所说的正态曲线.它也很像寺庙里的大钟从钟顶正中垂

直切开的切口形状,因此正态曲线也叫钟形曲线.
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从这个小试验可以看到,米堆正中部分向上突起像山峰一样,两
旁平缓向下(无限)延伸,大部分的米粒堆在正中部分,而在两端只有

少量的米粒.
                           
当X~N(μ,σ2)(μ≠0或σ2≠1)时,如何计算P(a<X≤b)

呢? 在下面的“链接”中,介绍了将非标准正态分布化为标准正态分

布的方法,有兴趣的同学可以参阅.
在实际生活中遇到的很多随机现象,随机变量大体满足其取值

以某个值为中心且左右对称这种特性,一般都可以尝试用正态分布

来描述这个随机变量的取值规律.
数学家们发现,在多种微小因素影响下,如果没有一种影响占主

导地位,那么这样的随机变量服从正态分布.特别是在独立地大数量

重复试验时,就平均而言,任何一个随机变量的分布都将趋近于正态

分布,这就是中心极限定理.中心极限定理告诉我们,在平均重复观

察多次后,我们可以利用正态分布对随机事件进行分析和预报.

在Excel中,计算正态分布的函数是“NORMDIST”,选择“插入/
函数/统计”,按提示输入相应的参数,或在单元格内直接输入“=
NORMDIST(184.5,184,2.5,1)”,就可以得到P(X≤184.5)的值

(图2 6 9).

图2 6 9

P(X>184.5)和P(179<X≤189)可分别转化为1-P(X≤
184.5)和P(X≤189)-P(X≤179)来计算(图2 6 10).

图2 6 10

                     

练 习 1. 若随机变量Z~N(0,1),查标准正态分布表,求:
(1)P(Z≤2.75);      (2)P(Z<0.5);
(3)P(Z>-1.5);      (4)P(2<Z<2.9);
(5)P(-2<Z≤2.9).

2. 若随机变量ξ~N(0,1),查标准正态分布表,求:
(1)P(0<ξ<1.90);
(2)P(-1.83<ξ<0);
(3)P(|ξ|<1).
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链 接 正态分布的标准化
可以证明,对任何一个正态分布 X ~N(μ,σ2)来说,通过Z=

X-μ
σ

转化为标准正态分布Z ~N(0,1).

例如,某批待出口的水果罐头,每罐净重X(单位:g)服从正态分

布N(184,2.52),求:
(1)随机抽取1罐,其净重超过184.5g的概率;
(2)随机抽取1罐,其净重在179g与189g之间的概率.

解 (1)P(X>184.5)=P X-184
2.5 >184.5-184

2.5  
=P(Z>0.2)

=1-P(Z≤0.2)

=1-0.5793=0.4207.

(2)P(179<X≤189)=P179-184
2.5 <X-184

2.5 ≤189-184
2.5  

=P(-2<Z≤2)

=P(Z≤2)-P(Z≤-2)

=P(Z≤2)-P(Z≥2)

=P(Z≤2)-[1-P(Z≤2)]

=2P(Z≤2)-1

=2×0.9772-1

=0.9544.

答 随机抽取1罐,其净重超过184.5g的概率是0.4207,在179g
与189g之间的概率为0.9544.
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习题2.6  

感受·理解 1. 若随机变量ξ~N(0,1),Φ(x)=P(ξ ≤x),判断下列等式是否成立:
(1)Φ(-x)=1-Φ(x);
(2)P{|ξ|≤x}=1-2Φ(x);
(3)P{|ξ|<x}=2Φ(x)-1;
(4)P{|ξ|>x}=2[1-Φ(x)].

2. 若随机变量X ~N(0,1),查标准正态分布表,计算:
(1)P(X<2.2);
(2)P(X>1.76);
(3)P(X<-0.78);
(4)P(|X|<1.55);
(5)P(|X|>2.5);
(6)P(-1.8<X<2).

3. 若随机变量Z~N(0,1),且P(-a<Z≤a)=0.6,a>0,求a.

思考·运用 4. 在电子仪器的测量中常常会混进噪声,下面是一批检波器测量噪声(噪声电

平)的100个观测值,试作出这些数据的频率直方图,判断其是否服从正态

分布,再估计噪声在区间[-2.5,2.5]上的概率.

0.1 -1.0 1.9 -0.1 0.0 0.3 -1.2 0.0 -0.4 0.1
1.5 0.3 1.0 -1.3 0.5 -1.2 -3.4 -3.0 -0.5 1.9
0.2 0.1 0.7 1.3 2.4 -0.5 0.5 -3.5 0.4 0.7
2.0 -0.4 -1.3 -1.9 -0.5 -1.5 -0.1 -1.1 0.0 0.2

-2.3 0.5 0.7 -2.1 -0.6 -0.4 2.4 1.5 1.6 0.6
-0.1 0.5 -0.1 1.1 2.5 -2.6 -0.3 1.2 -0.8 -2.4
0.7 1.2 0.5 0.0 -0.5 -0.3 -1.8 0.2 -1.9 -0.8

-0.4 -1.1 2.9 -1.1 0.4 0.0 -0.4 -0.3 1.7 -1.5
-1.0 1.1 0.0 -1.1 0.9 1.7 -0.3 2.1 0.7 0.7
-0.6 2.3 2.0 -1.1 1.2 1.0 0.1 -0.5 -0.3 -0.2
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本 章 概 览

本章通过引入随机变量的概念,研究了几种类型的随机变量的概

率分布,以及条件概率、事件的独立性及相互独立的事件同时发生的概

率公式.通过研究随机变量的数字特征如均值(数学期望)和方差(或标

准差),以及随机变量的概率分布,对随机变量的总体水平及稳定程度

进行了刻画,并通过样本均值和方差(或标准差)对总体进行估计.

随机变量

↓

离散型随机变量
↓

离散型随机变量的数字特征→

↓

均

 
值

↓
方

 
差

↓
超
几
何
分
布

↓
二

项

分

布

↓
正

态

分

布

↓

事件的独立性

条件概率

↓

􀜛
􀜛
􀜛
􀜛
􀜛
􀜛
􀜛 􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛􀜛↑

通过引入随机变量描述随机事件,使我们能够运用分析的方法

研究概率问题,为研究复杂的随机现象提供了工具.超几何分布、二
项分布、n重独立重复试验及正态分布等,都是重要的概率模型,在社

会生产、生活和科学研究中有着广泛的应用.
概率论是现代统计学的理论基础,是处理数据、进行统计推断的

理论依据.我们要善于运用概率的思想和理论,分析、处理现实世界

中大量存在的随机现象.

内 容 提 要

1.随机变量

如果随机试验的结果可以用一个变量来表示,那么这个变量叫做

随机变量.通常用大写拉丁字母X,Y,Z等表示,而用小写拉丁字

母x,y,z等表示随机变量取的可能值.
2.随机变量X 的概率分布

假定随机变量X 有n个不同的取值,它们分别是x1,x2,x3,…,xn,
且P(X=xi)=pi,i=1,2,3,…,n.通常把这个式子叫做随机变
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量X 的概率分布列,用表格表示如下:

X x1 x2 x3 … xn

P p1 p2 p3 … pn

 (1)pi≥0,i=1,2,3,…,n; (2)p1+p2+p3+…+pn =1.
此表称为随机变量 X 的概率分布表.随机变量 X 的概率分布列

和分布表都叫做随机变量X 的概率分布.
3.超几何分布

若一个随机变量X 的分布列为P(X=r)=
Cr

MCn-r
N-M

Cn
N

,其中r=0,1,

2,3,…,l,l= min(n,M),则 称 X 服 从 超 几 何 分 布,记 作

X~H(n,M,N),并将P(X=r)=
Cr

MCn-r
N-M

Cn
N

记为H(r;n,M,N).

4.条件概率与事件的独立性

对于两个事件A和B,在已知事件B发生的条件下事件A 发生的概

率,称为事件B发生的条件下事件A的条件概率,记为P(A B).
条件概率公式:若P(B)>0,则事件B 发生的条件下事件A 发生

的条件 概 率 是 P(A B)= P(AB)
P(B)

,从 而 P(AB)= P(A B)·

P(B).事件AB 表示事件A 和B 同时发生.
若事件A,B 满足P(A B)=P(A),则称事件A,B 独立.此时事

件A 和B 同时发生的概率P(AB)=P(A)P(B).
5.n次独立重复试验与二项分布

由n次试验构成,且每次试验相互独立完成,每次试验的结果仅有

两种对立的状态,即A 与A
-
,每次试验中P(A)=p>0,这样的

试验叫n次独立重复试验,也称伯努利试验.
若随机 变 量 X 的 分 布 列 为P(X =k)= Ck

npkqn-k(k =0,1,

2,…,n,0<p<1,p+q=1),则称X 服从参数为n,p的二项

分布,记作X ~B(n,p).
6.离散型随机变量的均值(数学期望)

若离散型随机变量 X 所有可能取的值是x1,x2,x3,…,xn,相

对应的概率为p1,p2,p3,…,pn,则称 E(X)=μ =x1p1 +
x2p2+…+xnpn(pi≥0,i=1,2,…,n,p1+p2+…+pn =1)为

离散型随机变量X 的均值或数学期望.
7.离散型随机变量的方差与标准差

V(X)=σ2=(x1-μ)
2p1+(x2-μ)

2p2+…+(xn-μ)
2pn(μ=

E(X),pi≥0,i=1,2,…,n,p1+p2+…+pn =1),它刻画了

随机变量X 与其均值μ 的平均偏离程度,称其为离散型随机变量

X 的方差.方差的算术平方根称为X 的标准差,即σ= V(X).
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复 习 题  

感受·理解 1. 甲、乙两人射击,中靶的概率分别为0.8,0.7.若两人同时独立射击,则他们

都击中靶的概率是(  ).
                     A.0.56    B.0.48    C.0.75    D.0.6

2. 甲、乙两人投篮,投中的概率分别为0.6,0.7.若两人各投2次,则两人投中

次数相等的概率为(  ).
A.0.2484    B.0.25    C.0.90    D.0.3924

3. 已知随机事件A,B,P(A)=12
,P(B)=13

,P(B|A)=12
,求P(AB),

P(A|B).
4. 某种小麦在田间出现自然变异植株的概率为0.0045,今调查该种小麦100

株,试计算获得2株和2株以上变异植株的概率.
5. 一批产品共100件,其中有5件不合格品.从中任取50件,问:没有不合格

品的概率是多少? 恰有1件不合格品的概率是多少?

6. 在编号为1,2,3,…,n的n 张赠券中,采用不放回方式抽样,求在第k
(1≤k≤n)次抽样时抽到1号赠券的概率.

7. 某批产品中有20%的不合格品,进行重复抽样检查,共取5个样品,其中不

合格品数为X,试确定X 的概率分布.
8. 若一个人由于输血而引起不良反应的概率为0.001,求:
(1)2000人中恰有2人引起不良反应的概率;
(2)2000人中多于1人引起不良反应的概率.

9. 对批量(即一批产品中所含产品的件数)很大的一批产品,进行抽样质量检

查时,采用一件一件地抽取进行检查.若检查的5件产品中未发现不合格产

品,则停止检查并认为该批产品合格;若检查的5件中发现不合格产品,则
也停止检查并认为该批产品不合格.假定该批产品的不合格率为0.05,检
查产品的件数为X,问:
(1)各次抽查是否可认为相互独立? 为什么?
(2)求X 的概率分布.

10. 膨胀仪是测量金属膨胀系数的一种精密仪器,测量的膨胀系数通过感

光设备的照相底片显示出来.现用玻璃板测量的结果ξ1 和用照相底板

测量的结果ξ2 的概率分布如下表,试比较两种测量方法哪一种精确度

更高.

ξ1 2.8 2.9 3.0 3.1 3.2

pk 0.10 0.15 0.50 0.15 0.10

ξ2 2.8 2.9 3.0 3.1 3.2

pk 0.13 0.17 0.40 0.17 0.13
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思考·运用 11. 设A1,A2,…,An-1,An 为n个事件(n>2),并假定P(A1A2…An-1)>
0,试用条件概率的计算公式化简下列式子,并说明结果的意义:

P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1A2)…P(An|A1A2 …An-1).

12. 一群人中,37.5%的人为A型血,20.9%的人为B型血,33.7%的人为O型

血,7.9%的人为AB型血.已知能允许输血的血型配对如下表,现在这群人

中任选1人为输血者,再选1人为受血者,问:输血能成功的概率是多少?
(注:“+”表示允许输血,“/”表示不允许输血)

   输血者

受血者   
A 型 B 型 AB 型 O 型

A 型 + / / +

B 型 / + / +

AB 型 + + + +

O 型 / / / +

13. 一部车床生产某种零件的不合格品率为2%,若从这部车床生产的一组5
个零件的随机样本中发现有2个或2个以上的不合格品,则停机维修.试求

停机维修的概率.
14. 试由P(A|B)>P(A)>0推出P(B|A)>P(B),并作直观上的解释.
15. 一段繁忙的公路有大量汽车通过,设每一辆汽车在一天的某段时间内出事

故的概率为0.00001,若每天在该段时间内有1000辆汽车通过,则出事故

的车辆数不少于2的概率是多少?

探究·拓展 16. 在一种称为“幸运35”的福利彩票中,规定从01,02,…,35这35个号码中

任选7个不同号码组成一注,并通过摇奖机从这35个号码中摇出7个不同

的号码作为特等奖.与特等奖号码仅6个相同的为一等奖,仅5个相同的为

二等奖,仅4个相同的为三等奖,其他的情况不得奖.为了便于计算,假定每

个投注号只有1次中奖机会(只计奖金额最大的奖),该期的每组号码均有

人买,且彩票无重复号码.若每注彩票为2元,特等奖奖金为100万元/注,
一等奖奖金为1万元/注,二等奖奖金为100元/注,三等奖奖金为10元/
注,试求:
(1)奖金额X(元)的概率分布;
(2)这一期彩票售完可以为福利事业筹集多少资金? (不计发售彩票的

费用)

17.(操作题)用抛掷1枚一角硬币和1枚五分硬币来模拟孟德尔的豌豆实验,
设2枚硬币的正面对应DD,一角硬币的正面与五分硬币的反面对应Dd,一
角硬币的反面与五分硬币的正面对应dD,2枚硬币的反面对应dd.抛掷这

2枚硬币100次,记下出现DD,Dd,dD和dd的次数,考察你的结果是否基

本符合1∶1∶1∶1的比例.
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一、填空题 1.袋中有大小相同的红球4个,白球3个,从袋中任意取出1个球(不放回),
直到取出的球是白球为止.设取到白球的次数为X,则随机变量X 的所有

可能取值为        .

2.已知P(AB)=310
,P(A)=35

,P(B)=34
,那么P(B A)=     .

3.3个同学猜同一个谜语,如果每人猜对的概率都是 1
3
,并且各人猜对与否

互不影响,那么他们同时猜对的概率为    .
4.某人参加一次考试,共有4道试题,至少答对其中3道试题才能合格.若他

答每道题的正确率均为0.5,并且答每道题之间相互独立,则他能合格的概

率为    .
5.若随机抛掷一枚质地均匀的正方体骰子1次,则所得点数X 的数学期望是

    .

6.已知随机变量 X 的分布列为P(X =i)= i
2a
(i=1,2,3),那么实数

a=    .

二、选择题 7.设随机变量X 的可能取值为1,2,…,n,并且取1,2,…,n是等可能的.
若P(X<4)=0.3,则下面结论正确的是(  ).
A.n=3 B.n=4
C.n=10 D.n不能确定

8.已知随机变量X ~B 6,13  ,那么V(X)等于(  ).

A.1  B.43
C.2  D.6

9.已知盒子里有10个球(除颜色外其他属性都相同),其中6个白球,4个黑球.
从盒子中一次随机地取出2个球,其中至少有1个黑球的概率为(  ).

A.15   B.23

C.13  D.25
10.已知随机变量X~N(2,σ2),P(X ≤4)=0.8,那么P(X ≤0)的值为

(  ).
A.0.2 B.0.32
C.0.4 D.0.8



概  率 第2章

87   

三、解答题 11.在1,2,3,…,9这9个自然数中,任取2个不同的数.
(1)求这2个数中恰有1个是奇数的概率;
(2)设X 为所取的2个数中奇数的个数,求随机变量X 的概率分布及数学

期望.

12.已知随机变量X 的概率分布如下表所示,E(X)= 43
,求实数a,b的值及

V(X).

X 0 1 2 3

P 1
4 a b 1

6

13.已知10道试题中有4道选择题,甲、乙两人依次不放回地抽取1道,求:
(1)甲抽到选择题的概率;
(2)在甲抽到选择题的情况下,乙抽到选择题的概率.

14.甲、乙两人投篮命中率分别为 1
2

和 1
3
,并且他们投篮互不影响.现每人分

别投篮2次,求甲比乙进球数多的概率.
15.甲、乙两名运动员进行羽毛球单打比赛,根据以往比赛的胜负情况知道,每

一局甲胜的概率为 2
3
,乙胜的概率为 1

3.如果比赛采用“三局两胜(即有一

方先胜2局即获胜,比赛结束)”或“五局三胜(即有一方先胜3局即获胜,比
赛结束)”两种规则,求在哪种比赛规则下,甲胜的概率较大.


