第二章  一元函数微分学

§2.1  导数与微分

（甲） 内容要点

一、导数与微分概念

1、导数的定义

设函数
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在点
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存在，则称此极限值为函数
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导数定义的另一等价形式，令
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我们也引进单侧导数概念。

右导数：
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左导数：
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则有：
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2．导数的几何意义与物理意义

如果函数
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法线方程：
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设物体作直线运动时路程S与时间t的函数关系为
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3．函数的可导性与连续性之间的关系

如果函数
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4．微分的定义

设函数
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5．微分的几何意义
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6．可微与可导的关系
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7．高阶导数的概念

如果函数
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二、导数与微分计算

1．导数与微分表
2．导数与微分的运算法则

（1）四则运算求导和微分公式

（2）反函数求导公式

（3）复合函数求导和微分公式

（4）隐函数求导法则

（5）对数求导法

（6）用参数表示函数的求导公式
（乙） 典型例题

一、用导数定义求导数

例  设
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二、分段函数在分段点处的可导性

例1  设函数
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试确定
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三、运用各种运算法则求导数或微分

例1  设
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例2  设
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例3  设
[image: image177.wmf])

(

x

y

y

=

由方程
[image: image178.wmf]x

y

y

x

=

所确定，求
[image: image179.wmf]dx

dy


解：两边取对数，得
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例4  设
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四、求切线方程和法线方程

例1  已知两曲线
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故所求切线方程为
[image: image193.wmf]x

y

=

，
[image: image194.wmf]2

()(0)

2

lim()lim22(0)2

2

nn

ff

n

nff

n

n

®¥®¥

-

¢

=×==


例2  已知曲线的极坐标方程
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故切线方程
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即        
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例3．设
[image: image203.wmf])

(

x

f

为周期是5的连续函数，在
[image: image204.wmf]0
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x

邻域内，恒有
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处可导，求曲线
[image: image209.wmf])
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在点（
[image: image210.wmf])
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）处的切线方程。

解：由题设可知
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，
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    所以关键是求出
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    由所给条件可知
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∴ 上式左边=
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所求切线方程为
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五、高阶导数

1．求二阶导数

例1  设
[image: image229.wmf])
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例2  设
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    求 
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例3  设
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2．求
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阶导数（
[image: image246.wmf]2
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，正整数）

先求出
[image: image247.wmf],,
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，总结出规律性，然后写出
[image: image248.wmf])
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，最后用归纳法证明。

有一些常用的初等函数的
[image: image249.wmf]n

阶导数公式
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两个函数乘积的
[image: image260.wmf]n

阶导数有莱布尼兹公式
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假设
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和
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都是
[image: image267.wmf]n

阶可导

例1  设
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（
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例2  设
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例3  设
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例4  设
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，求
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例5  设
[image: image291.wmf]x

e

x

y

2

3

=

，求
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（
[image: image293.wmf]n

正整数）

解：用莱布尼兹公式
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§2.2  微分中值定理
本节专门讨论考研数学中经常考的四大定理：罗尔定理，拉格朗日中值定理，柯西中值定理和泰勒定理（泰勒公式）。

这部分有关考题主要是证明题，其中技巧性比较高，因此典型例题比较多，讨论比较详细。
（甲） 内容要点
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一、罗尔定理

设函数
[image: image297.wmf])

(

x

f

满足

（1）在闭区间[
[image: image298.wmf]b

a

,

]上连续；
（2）在开区间（
[image: image299.wmf]b

a

,

）内可导；

（3）
[image: image300.wmf])

(

)

(

b

f

a

f

=


则存在
[image: image301.wmf])

,

(

b

a

Î

x

，使得
[image: image302.wmf]()0

f

x

¢

=


几何意义：条件（1）说明曲线
[image: image303.wmf])

(

x

f

y

=

在
[image: image304.wmf]))

(

,

(

a

f

a

A

和
[image: image305.wmf]))

(

,

(

b

f

b

B

之间是连续曲线；[包括点A和点B]。

条件（2）说明曲线
[image: image306.wmf])

(

x

f

y

=

在
[image: image307.wmf]B

A

,

之间是光滑曲线，也即每一点都有不垂直于
[image: image308.wmf]x

轴的切线[不包括点
[image: image309.wmf]A

和点
[image: image310.wmf]B

]。

条件（3）说明曲线
[image: image311.wmf])

(

x

f

y

=

在端点
[image: image312.wmf]A

和
[image: image313.wmf]B

处纵坐标相等。

结论说明曲线
[image: image314.wmf])

(

x

f

y

=

在点
[image: image315.wmf]A

和点
[image: image316.wmf]B

之间[不包括点
[image: image317.wmf]A

和点
[image: image318.wmf]B

]至少有一点，它的切线平行于
[image: image319.wmf]x

轴。
二、拉格朗日中值定理

设函数
[image: image320.wmf])

(

x

f

满足

（1）在闭区间[
[image: image321.wmf]b

a

,

]上连续；
[image: image911.png]A
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（2）在开区间（
[image: image322.wmf]b

a

,

）内可导

则存在
[image: image323.wmf])
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x

，使得
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或写成
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有时也写成
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这里
[image: image327.wmf]0

x

相当
[image: image328.wmf]a

或
[image: image329.wmf]b

都可以，
[image: image330.wmf]x

D

可正可负。

几何意义：条件（1）说明曲线
[image: image331.wmf])
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在点
[image: image332.wmf]))

(

,

(

a

f

a

A

和点
[image: image333.wmf]))

(

,

(

b

f

b

B

之间[包括点
[image: image334.wmf]A

和点
[image: image335.wmf]B

]是连续曲线：

条件（2）说明曲线
[image: image336.wmf])

(

x

f

y

=

[不包括点
[image: image337.wmf]A

和点
[image: image338.wmf]B

]是光滑曲线。
结论说明：曲线
[image: image339.wmf])

(

x

f

y

=

 在
[image: image340.wmf]A

，
[image: image341.wmf]B

之间[不包括点
[image: image342.wmf]A

和点
[image: image343.wmf]B

]，至少有点，它的切线与割线
[image: image344.wmf]AB

是平行的。

推论1  若
[image: image345.wmf]()

fx

在
[image: image346.wmf](,)
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内可导，且
[image: image347.wmf]()0

fx

¢

º

，则
[image: image348.wmf]()

fx

在
[image: image349.wmf](,)
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内为常数。
推论2  若
[image: image350.wmf])

(

x

f

和
[image: image351.wmf])
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在（
[image: image352.wmf]b
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）内可导，且
[image: image353.wmf]'()()
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，则在
[image: image354.wmf](
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内
[image: image355.wmf]C
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，其中
[image: image356.wmf]C

为一个常数。

（注：拉格朗日中值定理为罗尔定理的推广，当
[image: image357.wmf])

(

)

(

b

f
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f

=

特殊情形，就是罗尔定理）
三、柯西中值定理

设函数
[image: image358.wmf])
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和
[image: image359.wmf])
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满足：

（1）在闭区间[
[image: image360.wmf]a

，
[image: image361.wmf]b

]上皆连续；

（2）在开区间（
[image: image362.wmf]a

，
[image: image363.wmf]b

）内皆可导；且
[image: image364.wmf]()0
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，则存在
[image: image365.wmf])
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（注：柯西中值定理为拉格朗日中值定理的推广，特殊情形
[image: image367.wmf]x
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(

时，柯西中值定理就是拉格朗日中值定理）

几何意义：考虑曲线
[image: image368]的参数方程
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[image: image912.png]


点
[image: image370.wmf]))
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f
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g

A

，点
[image: image371.wmf]))

(

),

(

(

b

f

b

g

B

曲线在
[image: image372]上是连续曲线，除端点外是光滑曲线，那么在曲线上至少有一点，它的切线平行于割线
[image: image373.wmf]____

AB

. 值得注意：在数学理论上，拉格朗日中值定理最重要，有时也称为微分学基本定理。罗尔定理看作格朗日中值定理的预备定理，柯西中值定理虽然更广，但用得不太多。在考研数学命题中，用罗尔定理最多，其次是用拉格朗日中值定理，而用柯西中值定理也是较少。

四、泰勒定理（泰勒公式）

定理1（带皮亚诺余项的
[image: image374.wmf]n

阶泰勒公式）

设
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在
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处有
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（乙） 典型例题

一、用罗尔定理的有关方法
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使
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使
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使
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令
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二、用拉格朗日中值定理和柯西中值定理

例1  设
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在
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      求
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由拉格朗日中值定理，有
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例2  设
[image: image608.wmf])
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在
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证：令
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例3  设
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  （Ⅱ）存在
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    （Ⅱ）在[0, 
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      ∴ 
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例4  设函数
[image: image644.wmf])

(

x

f

在闭区间[
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    （1）在
[image: image649.wmf])

,

(

b

a

内
[image: image650.wmf]0

)

(

>

x

f

；

    （2）在
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   （3）在
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证：（1）因为
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         则
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    （3）因
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三、泰勒公式

例1 设
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     求证：
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     证：麦克劳林公式
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        其中
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        后式减前式，得
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例2 设函数
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分析：因所欲证的是不等式，故需估计
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所以至少存在一点
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§2.3  导数的应用

（甲） 内容要点

一、判断函数的单调性

二、函数的极值

1、定义   设函数
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       如果点
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      如果点
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      函数的极大值与极小值统称极值。极大值点与极小值点统称极值点。

2、必要条件（可导情形）

   设函数
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   我们称满足
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的驻点，可导函数的极值点一定是驻点，反之不然。

   极值点只能是驻点或不可导点，所以只要从这两种点中进一步去判断。

3、第一充分条件

   设
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三、函数的最大值和最小值
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2．最大（小）值的应用问题

首先要列出应用问题中的目标函数及其考虑的区间，然后再求出目标函数在区间内的最大（小）值。

四、凹凸性与拐点
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2．曲线上凹与凸的分界点，称为曲线的拐点。

五、渐近线及其求法

六、函数作图

七、曲率
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二、有关函数的极值
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例1、设函数
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三、最大（小）值的应用题
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