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（二）收敛数列的性质   
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（一） 数列极限的有关概念   
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数学语言描述: 

r

（一 ）数列极限的有关概念 

1.引例 设有半径为 r 的圆 , 

逼近圆面积 S . 

n如图所示 , 可知 

当 n 无限增大时,  无限逼近 S 

,0 ,N正整数 当 n > N 时, 

 SAn

用其内接正 n 边形的面积 

总有 
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定义1 自变量取正整数的函数称为数列, 记作 

或 称为通项(一般项) . 

若数列 及常数 a 有下列关系 : 

当 n > N 时, 总有 

记作 

此时也称数列收敛 , 否则称数列发散 . 

几何解释 : 

aa
)(

  axa n

)( Nn 

即 ),( axn 
)( Nn 

axn
n




lim 或 )(  naxn

1Nx 2Nx

则称该数列 的极限为 a , 
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例35. 已知 证明数列 的极限为1. 

          

证:  1nx 1
)1(




n

n n

,0 欲使 即 只要 

1n

因此 ,  取 ,]
1

[


N 则当 Nn  时, 就有 
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例36 

证  nn ax
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n即
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N取 就有时则当 ,Nn 
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例37. 设 ,1q 证明等比数列 

证: 0nx

欲使 只要 即 

亦即 

因此 , 取 






q

N
ln

ln
1


, 则当 n > N 时, 就有 

 01nq

故 0lim 1 



n

n
q

.
ln

ln
1

q
n




的极限为 0 .   
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练习  已知 证明 

证:  0nx 2)1(

1




n 1

1




n

,)1,0( 欲使 只要 ,
1

1


n
即 n

取 ,]1
1

[ 


N 则当 Nn  时, 就有 ,0 nx

故 0
)1(

)1(
limlim

2







 n
x

n

n
n

n

故也可取 ][ 1


N

也可由 2)1(

10



n

nx

.1
1




N 与   有关, 但不唯一. 

不一定取最小的 N . 

说明:  取  11 


N
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2

3 ba
22

ab
n

ab ax  

（二）收敛数列的性质 

证: 用反证法. 及 且 .ba 

取 因 ,lim axn
n




故存在 N1 ,  

从而 
2

ba
nx 

同理, 因 ,lim bxn
n




故存在 N2 ,  使当 n > N2 时, 有 

2
ba

nx 

定理1    收敛数列的极限唯一. 

使当 n > N1 时,  

假设 

22
ab

n
ab bx   n

ba x
2 2

3 ab

从而 2
ba

nx 

矛盾. 因此收敛数列的极限必唯一. 

则当 n > N 时,   ,,max 21 NNN 取

故假设不真 ! 

nx 满足的不等式 
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定理2    收敛数列一定有界. 

证:  设 取 ,1 ,N则 当 Nn  时,  

从而有 

aaxn  a1

取             ,,,,max 21 NxxxM  a1

则有 .),2,1(  nMxn

由此证明收敛数列必有界. 

说明:  此性质反过来不一定成立 . 例如, 

 1)1(  n 虽有界但不收敛 . 

,1axn

有 

数列 
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定理3    收敛数列的保号性. 

若 且 

时, 有 

,)0(

.)0(

证: 对 a > 0 , 取 

推论: 若数列从某项起 )0(

.)0( (用反证法证明) 
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azy n
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n
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limlim)2(

1.  夹逼准则 (准则1) 

),2,1()1(  nzxy nnn
axn

n



lim

证:  由条件 (2) , ,0 ,1N

当 时, 当 时, 

令  ,,max 21 NNN  则当 Nn  时,  有 

由条件 (1) nnn zxy a  a

即 , axn 故  .lim axn
n




,2N
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例55. 证明 

证: 利用夹逼准则 . 
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例56. 求极限 

证 

n n

n

n n bxb 2

又因为 

.2limlim bbb n n

n

n n

n




.lim bban nn

n




设 
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由于b>a>0,因此，有 

P45. 错误更正 

因此有 

于是由利用夹逼准则，得 
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习作题 
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证明



2. 单调有界数列必有极限 ( 准则2 )（P45） 

)(lim Maxn
n




)(lim mbxn
n




( 证明略 ) 

a

b
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.lim,2,,22,257 121 n
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 求设例 

则假设易知单调性解 ,,)1( 121 kk xxxx  

12  kk xx kk xx  21< 

有界性)2(

221 x显然 2222 12  xx

2kx假设 22221  kk xx则有
(3)求极限 
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  求设例 
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  求设练习 

则假设易知单调性解 ,,)1( 121 kk xxxx  

1 kk xax kk xax 1< 

有界性)2( 11  aax显然

1)1(121 2
12  aaaaaaxax

1 axk假设 111  aaaxax kk则有
(3)求极限 
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,2 aAAA  解之得即



公式推导.      设 

证明数列 极限存在 .    

证: 利用二项式公式 , 有 
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根据准则 2 可知数列  nx

记此极限为 e , 

en

n
n




)1(lim 1

 e 为无理数 , 其值为 

590457182818284.2e

即 

有极限 . 
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各分点为 

例60.  设某药物一次静脉注射后，瞬时血药浓度的

消除速率与该瞬时血药浓度成正比，比例系数为r.一

次静脉注射后，药物立刻在体内达到平衡的血药浓

度为M0(这时t=0) ,求经过时间T后，血药的浓度M(t). 

解：  因为血药在体内的消除过程是连续进行的, 

每一时刻血药的浓度及其变化的速率不相同.为此 

将时间段[0, T]分为n等份,每段时间为 

.,
)1(

,,
2

,,0 T
n

Tn

n

T

n

T 


.
n

T
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于是第一小段时间间隔内消除的血药浓度为 

,0
n

T
Mr

,)1(0001
n

Tr
M

n

T
MrMM 

      尽管不同时刻体内的血药浓度不同,浓度的消

除速率也不同.但是,当n很大时,时间间隔(T/n)很短,

在这个很短的时间间隔内,血药浓度的变化不大,可

以用“不变的”速率来代替“变化”的速率，即

在这个很短的时间间隔内，可以把血药消除的速

率看成常量，它与这个时间间隔开始时的血药浓

度成正比。 

剩余的血药浓度为 



第二小段时间间隔内消除的血药浓度为 

n

T
Mr 1

n

T
MrMM 112 

剩余的血药浓度为 

,)1(0
n

T

n
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n
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n
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Mr

n
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M  )1()1( 00

)1(0
n
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 ,)1( 2

0
n
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M 

第三小段时间间隔内消除的血药浓度为 



n

T
Mr 2

n

T
MrMM 223 

剩余的血药浓度为 

,)1( 2

0
n
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n
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,)1( 3

0
n
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M 

依次类推，便得n个时间间隔末剩余的血药浓度为 

,)1(0

n

n
n

Tr
MM 

时刻体内的血药浓度为得时当 Tn ,

.e0

TrM n

n
n

n n

Tr
MMtM )1(limlim)( 0 





内容小结 

1. 数列极限的 “  – N ” 定义及应用 

2. 收敛数列的性质: 

唯一性 ;  有界性 ;  保号性; 

任一子数列收敛于同一极限 

3. 极限存在准则: 

夹逼准则 ;  单调有界准则 . 
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思考与练习 

1. 如何判断极限不存在? 

方法1. 找一个趋于∞的子数列; 

方法2. 找两个收敛于不同极限的子数列. 

2. 已知 ),2,1(21,1 11   nxxx nn , 求 n
n

x


lim

时, 下述作法是否正确?  说明理由. 

设 ,lim axn
n




由递推式两边取极限得 

aa 21 1a

不对! 此处 


n
n

xlim
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