
 

第 1 章  函数与极限 

  

V.同步练习 

  第 1 章  函数、极限与连续 

1.1  函数及其性质 
 

一、填空题 

1.已知   2 5f x ax bx   且    1 8 3f x f x x    , 则a        ；b        ； 

2.  cos 2 1y x   的周期为      ； 

3. 函数

1
sin , 0;

( )

0, 0.

x
f x x

x




 
 

 的定义域为       ； 值域为         . 

解答:1. a   4     ;b      -1     

 2. 周期为 ； 

     3. 定义域为  ,  ; 值域为 1,1 ;  

 

二、 设 

                     
1, 0 1,

( )
2, 1 2.

x
f x

x

 
 

  
 

求函数 )3( xf 的定义域. 

解   
1 ,    0 1

( ) ,
2 ,  1 2

x
f x

x

 
 

  
  


1,     0 3 1

( 3)
2,  1 3 2

x
f x

x

  
  

   

1,   3 2

2,  2 1

x

x

   
 

    
 

故函数 )3( xf 的定义域: ].1,3[   

 

三、已知函数  
3 2 2

3

x
y f x m

x m

  
   

  
, 求它的反函数, 若函数  f x 的图形与它

的反函数的图形重合, 求m . 

解 由
3 2x

y
x m





, 解得

2

3

my
x

y



 

. 故反函数为  1 2

3

mx
f x

x

 

 

, 因  f x 的图形



 

与  1f x
的图形重合, 则

3 2 2

3

x mx

x m x

 


  
, 解得 3m   . 

 

四、以下函数中哪些是初等函数, 说明理由: 

1. y x ;                                   2.  0xy x x  ； 

3. 
sin ,0

sin , 2

x x
y

x x



 

  
 

 
；                   4. 

1,

0,

x
y

x


 


为有理数

为无理数
. 

解. 1.是, 因
2y x x  可看作 2,y u u x  两个幂函数的复合函数;    

2. 是, 因 lnx x xy x e  可看作 , , lnuy e u xv v x   的复合函数; 

3. 是, 因  
sin ,0

sin
sin , 2

x x
y x

x x




 

  
  

 
;        

4. 不是, 因不能由基本初等函数经有限次四则运算或复合运算且能由一个数学式子表示 

 

五、设









0

0,1
)(

xx

xx
xf  ,










0,

0,
)(

2 xx

xx
xg  ,  

求复合函数 ))(()),(( xfgxgf . 

解:   









0,1

0,1
2 xx

xx
xgf ,      

















0,

1,1

01,1

2

2

xx

xx

xx

xfg  

 

六、把半径为 R 的一圆形铁片, 自中心处剪去中心角为 的一扇形后围成一无底圆锥. 

试将这圆锥的体积V 表为 的函数. 

解. 设圆锥的半径与高分别为 ,r h , 则  2 2r R    , 即
 2

2

R
r

 




 , 从而 

 
2

2 2 2 2 2

2

2 1
4

4 2
h R r R R R

 
 

 


      , 故 

 
2

22 2

2

1 1 1
2 4

3 3 4 2

R
V r h R     

 
        

 
3

2 2

2
2 4 ,0 2

24

R
     


      

 

 



 

 

1.2 数列的极限 
 

一、填空题  

1.设
1

1






n

n
xn

,则当 n 大于正整数 N      时, 410|1| nx , 对于任意正数  ,

当 n 大于正整数 N       时,  |1| nx ,所以 1lim 


n
n

x . 

2. 对于任意正数  , 存在正整数 N       , 当 Nn  时, 

cos
2 0

n

n



  , 所以

02
cos

lim 
 n

n

n



. 

3. 设  nx 为任一数列, 又设对于任意正数 , 存在正整数
1 2,N N , 当

1n N 时, 

2nx A   ,当
2n N 时 , 2 1nx A    , 则当 n 大于正整数 N         时

nx A   , 因此 lim n
n

x


       . 

解: 1. N 19999 时, N
2

1


 
 

 
; 

 2. N
| |

2

a



 
 
 

; 

3. N   1 2max 2 ,2 1N N  , lim n
n

x


 A . 

 

二、 用数列极限定义证明: 0
1

lim
2


 nn
. 

证. 0 , 要使  0
1

2n
, 即 

2

1

n
, 只要



12 n , 即


1
n . 取正整数













1
N ,则当 Nn  时, 就有  0

1
2n

, 即 0
1

lim
2


 nn
. 

 

三、若 lim n
n

x a


 , 证明 lim n
n

x a


 , 并举例说明反过来未必成立. 

解. 因 lim n
n

x a


 , 所以 0 , 存在正整数 0N  , 当 Nn  时, 有 nx a   , 



 

又因
n nx a x a   , 所以

nx a   , 故 lim n
n

x a


 . 

但反过来未必成立. 例如,  1
n

nx   , 则 lim 1n
n

x


 , 但 nx 的极限不存在. 

    四、设数列 nx 有界, 又 lim 0n
n

y


 , 用数列极限定义证明 lim 0n n
n

x y


 . 

    证. 因数列 nx 有界, 即存在 0M  , 对任意 n , 有 nx M . 又因 lim 0n
n

y


 , 即

0 , 令
1

M


  , 存 在 正 整 数 0N  , 当 Nn  时 , 有

1ny
M


  , 所 以

0n n n nx y x y M
M


    , 故 lim 0n n

n
x y


 . 

 

1.3 函数的极限 

一、填空题 

1. 极限
0

l i m ( )
x x

f x A


 的定义是: 对于 0 ,存在 0 ,当       时,就有

 f x A   . 

2. 极限 l im ( )
x

f x A


 的定义是: 对于 0 , 存在 0X , 当     时,就有

 f x A   . 

3.对于任意的正数  ,存在正数  =    ，当     时  1225x ,因此

12)25(lim
2




x
x

. 

解答： 

1、当  00 xx 时； 2、 Xx  时；  3、 =
5


,当0 2x    时。 

二、求
x

x
xf

||
)(  在 0x 处的左、右极限, 并说明  xf 在 0x 处的极限是否存在. 

解: 
0 0

lim lim 1
x x

x x

x x  
  , 1limlim

00





  x

x

x

x

xx
, 由于

x

x

x

x

xx  


00
limlim , 所以

 xf 在 0x 处的极限不存在. 

 

三 . 用 极 限 定 义 证 明  4lim 2

2



x

x
, 且  等 于 多 少 , 则 当 2x  

时, 2 4 0.001x   ? 

证 : 不 妨设 12 x , 即 31  x , 从 而 252242  xxxx , 



 

0 , 要使  2542 xx , 只要
5

2


x . 于是取









5

,1min


 , 则当

 20 x 时, 就有  42x , 因此 4lim 2

2



x

x
. 

若 0.001  , 则
0.001

min 1, 0.0002
5


 

  
 

, 从而当 0 2 0.0002x   时, 有

2 4 0.001x   . 

四、用极限定义证明
2

3

6
lim 5

3x

x x

x

 



. 

证. 因

2 6
5 3

3

x x
x

x

 
  


, 

0 , 要 使

2 6
5

3

x x

x


 
 


, 只 需 3x   , 于 是 取   , 则 当

0 3x    , 有

2 6
5

3

x x

x


 
 


, 故

2

3

6
lim 5

3x

x x

x

 



. 

五、 用极限定义证明: 函数  xf 当
0xx 时极限存在的充要条件是左、右极限各自

存在且相等. 

证 : 必要性. 若   Axf
xx


 0

lim , 0 , 0 , 当  00 xx 时, 就有

   Axf . 因而, 当  00 xx 时, 有    Axf , 所以   Axf
xx


 0

lim ; 同

时当  xx00 时, 有    Axf , 所以   Axf
xx


 0

lim . 

充分性. 若   Axf
xx


 0

lim ,   Axf
xx


 0

lim . 0 , 01  , 当 100  xx

时, 就有    Axf , 也 02  , 当 200  xx 时, 有    Axf . 取

 21 ,min   ,则当  00 xx 时, 就有    Axf . 所以   Axf
xx


 0

lim . 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

1.4 极限的运算法则 

 
一、判断题(正确的结论打“√”，错误的结论打“×”): 

      1. 若 )(lim
0

xf
xx

存在， )(lim
0

xg
xx

不存在，则 )]()([lim
0

xgxf
xx




不存在.         (  ) 

      2.若 )(lim
0

xf
xx

， )(lim
0

xg
xx

均不存在，则 )()(lim
0

xgxf
xx

不存在.              (  ) 

      3. Axf
x




)(lim , 则 Anf
n




)(lim .                                   (  ) 

  4. 若    xgxf  , )(lim
0

xf
xx

与 )(lim
0

xg
xx

均存在，则
0

lim ( )
x x

f x


 )(lim
0

xg
xx

. (  ) 

  5. 0)(lim0|)(|lim 


xfxf
axax

.                                     (  ) 

      6. 
0 0 0 0

1 1 1
lim sin lim limsin 0 limsin 0
x x x x

x x
x x x   

      . 这样计算正确吗?     (  ) 

解答：1、(√） ；2、(×) ；3、(√） ；4、(×)；5、(√） ；6、(×) 

 

 

二、填空题 

1. 已知 2
2

lim
2

2

2






 xx

baxx

x
，则 a     , b      ； 

2. 已知
  4 3

3 2

1 2
lim 2

1x

a x bx

x x

  
 

 
,则 a     , b     ； 

3. 
   

 

30 40

70

2 3 3 2
lim

2 1x

x x

x

 



          . 

1. 解答：1、则 a 2 , b 8 ; 2、则 a 1 , b 2 ; 3、

4030 40

70

2 3 3

2 2

  
  
 

 

 

 

三、计算题: 

1.
45

86
lim

2

2

4 



 xx

xx

x
；  2. )(lim 22 xxxx

x



；   

3. 
1

1
lim

3

1 



 x

x

x
；    4 

1 2
lim

2 2n

n n

n

   
 

 


； 5. 

2

2

1 1 1
1

2 2 2lim
1 1 1

1
3 3 3

n

n

n



   

   




. 

解答：1、解: 
  
  

.
3

2

1

2
lim

41

24
lim

45

86
lim

442

2

4
















 x

x

xx

xx

xx

xx

xxx
； 



 

2、解:  

2 2lim ( )
x

x x x x


   
2 2

2 2
lim lim 1

1 1
1 1

x x

x x

x x x x
x

x x

 
 

   
   

 

； 

3、解. 
  

   3

2

11

11
lim

1

1
lim

33 21

3

1











 xxx

xx

x

x

xx
； 

4、解. 
 

 

11 2 1
lim lim lim

2 2 2 2 2 4 2n n n

n nn n n n

n n n n  

     
       

     


； 

5、解. 

1

2

1

2

1
1

2

1 1 1 1
1 1

42 2 2 2lim lim
1 1 1 311 1
3 3 3 3

1
1

3

n

n

nn n

n



 

 
  
 

    

 
      
 






。 

四、设  
2

1, 0,

, 0

xe x
f x

x b x

  
 

 
  问b 为何值时,  

0
lim
x

f x


存在? 

解.      2

0 0
0 0 lim lim

x x
f f x x b b

  
     , 

     
0 0

0 0 lim lim 1 2x

x x
f f x e

  
     , 要使极限  

0
lim
x

f x


存在, 必有

   0 0 0 0f f   , 所以， 2b  . 

 



 

 

1.5 极限存在准则 两个重要极限 
 

一、填空题 

1.设 nm, 为正整数, 则
0

sin
lim

sinx

mx

nx
     ；     

2.  
1

0
lim 1 2 x

x
x


        ； 

3. 
2

lim
1

n

n

n

n

 
 

 
      .      

解答：1、
m

n
；2、 2e ；3、 3e  

  

二、求下列极限: 

1.
30

2sinsin2
lim

x

xx

x




；    

2.
2

limcos cos cos
2 2 2nn

x x x


 ；     

3.

2

2

2

1
lim

1

x

x

x

x

 
 

 
；             

4. 
   

 
2

lim

x a x b

x a b
x

x a x b

x a b

 

 


 

 
. 

解答：1.
30

2sinsin2
lim

x

xx

x




;     

解. 
30

2sin sin 2
lim
x

x x

x


 1

2
4

2
sin2

sin2
lim

cos1sin2
lim

2

2

020















 x

x

x

x

x

x

x

x

xx
 

2.
2

limcos cos cos
2 2 2nn

x x x


 ;      

解. 当 0x  时, 
2

limcos cos cos
2 2 2nn

x x x




2
cos cos cos sin

2 2 2 2lim

sin
2

n n

n

n

x x x x

x


 

sin
lim

2 sin
2

n n

n

x

x


sin 1 sin
lim

sin
2

2

n

n

n

x x

x x x

x


   ; 



 

当 0x  时,  
2

limcos cos cos lim1 1
2 2 2nn n

x x x

 
      

3.

2

2

2

1
lim

1

x

x

x

x

 
 

 
；             

解. 

2

2

2

1
lim

1

x

x

x

x

 
 

 

2

1

2

2

1

2

2

2

2

1

2
1lim 






































 e

x

x

x

x

x
. 

4. 
   

 
2

lim

x a x b

x a b
x

x a x b

x a b

 

 


 

 
; 

    解. 
   

 
2

lim

x a x b

x a b
x

x a x b

x a b

 

 


 

 
lim

x a x b

x

x a x b

x a b x a b

 



     
     

        

 

lim 1 1

x a x b

x

b a

x a b x a b

 



     
       

        

   

lim 1 lim 1

b x a a x bx a b x a b

b x a b a x a b

x x

b a

x a b x a b

      
 

     

 

    
      

      
 

b a a be e e      . 

 

三、设0 x   , 求 lim sec sec sec
2 4 2nn

x x x



 
 
 

 . 

解 . 

1 1 1
sec sec sec

2 4 2
cos cos cos

2 4 2

n

n

x x x

x x x
    

2sin 2sin 2sin
2 4 2

2sin cos 2sin cos 2sin cos
2 2 4 4 2 2

n

n n

x x x

x x x x x x
   

1

2sin 2sin 2sin
2 4 2

sin
sin sin

2 2

n

n

x x x

x xx


     

2 sin
2

sin

n

n

x

x
 , 故

2 sin
2lim sec sec sec lim

2 4 2 sin

n

n

nn n

x
x x x

x 

 
 

 


sin
2lim

sin sin

2

n

n

n

x
x x

xx x
   

 

四、利用极限存在准则证明以下极限存在，并求极限. 

1. 
   

2 22

1 1 1
lim

1n n n n n

 
   

   

 ； 



 

解.因 
     

2 2 22 2

1 1 1 1 1

1

n n

n nn n n n n

 
    

  
 ,  

而
 

22

1 1
lim 0, lim 0
n n

n n

n n n 

 
 


, 

由夹逼原理知
   

2 22

1 1 1
lim 0

1n n n n n

 
    

   

 . 

 

2. 若
1 1 1 10, 0, , ,

2

n n
n n n n

x y
x a y b a b x x y y 


       , 试 证 数 列 极 限

l i m , l i mn n
n n

x y
 

存在且 lim limn n
n n

x y
 

 . 

证: 由不等式
2

x y
xy


 , 知

1 1n nx y  , 于是有 

1n n n n n nx x y x x x    , 
1

2 2

n n n n
n n

x y y y
y y

 
   , 从而有 

1 1n na x y b    , 因此数列   ,n nx y 都是单调有界的, 故 lim , limn n
n n

x y
 

都存在, 设

lim , limn n
n n

x y 
 

  , 则  1lim lim limn n n n n
n n n

x x y x y
  

  , 即  , 所以

  . 

 

 

 

1.6 无穷小与无穷大 
 

一、填空题 

  1.当 0x  时, )1ln( x 是 x 的      无穷小量；  

2.当 x 时, 若  
2

2

2
3 5

1

px
f x qx

x


  


为无穷大量, 则 p 为      , q 为     , 

若  f x 为无穷小量, 则 p       , q       ； 

3. 
3

30

1
lim cos
x

x
x

       . 

解答：1、等价 无穷小量;  2、  p 为 任意常数, q 为 非零常数, p  5 , q  0 . 

3. 0  

 



 

二、选择题 

1.当 0x  时, arctan x与
cos

ax

x
是等价无穷小, 则 a  (    )；   

（A) -1；     (B) 1；      (C) 2；       (D) -2.  

2. 当 x 时,若
2

1 1
~

1ax bx c x  
, 则 , ,a b c 为（   )； 

（A) 0, 1,a b c  任意；             (B) 0, 1,a c b  任意； 

  (C) 0, 1,b c a  任意；              (D) 0, 1, 0a b c   . 

3. 当 1x  时,   3 1f x x  与   1g x x  都是无穷小, 则  f x 是  g x 的

（   ）阶无穷小? 

（A) 1；    (B) 2；       (C) 
1

3
；      (D) 3 . 

解答：1、(B)；2、（A)   ； 

3、(C)  

解 . 由
 

     

33 1

1 1 0 3 6

1
lim lim lim

1 2

x t

k k k
x x t

f x x t

xg x t t

 

  


 

   

, 可见, 若取
1

3
k  , 则

 

   
31 0 3 6

1
lim lim

22
k kx t

f x t

g x t t
 

 
   

, 即  f x 是  g x 的
1

3
阶无穷小. 

 

三、当 0x 时，
3 21 1ax  与 cos 1x  是等价无穷小, 试求常数a 的值. 

解.  因当 0x 时， 3 2 21
1 1~

3
ax ax  , 21

cos 1~
2

x x  , 所以 

2
3 2

0 0 2

1

1 1 23lim lim
1cos 1 3

2

x x

ax
ax

a
x

x
 

 
  




, 由已知
2

1
3

a  , 所以
3

2
a   . 

 

四、已知 3)1()1()( 22  xcxbxaxf 是 x趋于1时 2)1( x 的高阶无穷小，

求常数 cba ,, . 

解. 由条件得:    
2 2

1
lim 1 1 3 0
x

a x b x c x


       
 

, 2c . 又 

   

 

 
  

0
1

132

1
1

lim
1

3211
lim

2

2

12

22

1














 x

xx

x
bxa

x

xxbxa

xx
,

2

1
b , 又 



 

   

 

  

 
   

0
123322

13
lim

1322

23
lim

1

32

1

2

1

lim
1

321
2

1
1

lim

22

2

12

2

1

2

12

22

1










































































xxxx

x
a

xx

xx
a

x

x

x

a
x

xxxa

xx

xx

 

16

3
a  

 

 

1.7 函数的连续性 
 

一、讨论下列函数在指定点的连续性，并将结论填入括号内: 

 1.  
2 ,0 1

2 ,1 2

x x
f x

x x

  
 

  
, 在点 1x  处 (   )；                              

 2.  g x x x 在点 0x  处 (    )； 

3.  
1

1
, 0,

1 2

0, 0

x

x
h x

x




  




在点 0x  处 (    )； 

4.  

, 0,

2, 0,

sin
, 0

xe x

I x x

x
x

x


 


 

 


在点 0x  处 (   ). 

解答 1、( 连续);2、( 连续)；3、( 跳跃间断点)；4、( 可去间断点) 

 

 

 

二、 下列函数在指定点间断, 说明这些点属于哪一类间断点, 如果是可去间断点, 则

补充或改变函数的定义使它连续. 

1. 1, 2x x  分别是函数  
2

2

1

3 2

x
f x

x x




 
的       间断点, 补充    , 则函数

在此点连续. 

2. 0x  为函数  
sin 2

3

x
f x

x
 的      间断点, 补充定义  0f     , 则函数在

0x  处连续. 



 

3. 0x  为   2 1
cosf x

x
 的      间断点，为  

1
arctan , 0

0, 0

x
f x x

x




 
 

的  

      间断点. 

解答：1、可去、无穷 间断点，  1 2f   ； 

2、可去 间断点，补充定义  0f 
2

3 ； 

3、第二类振荡型 间断点，第一类跳跃 间断点. 

三、适当选取 a , 使函数









0

0,
)(

xxa

xe
xf

x

连续. 

解.     1000 0  efaf , 当 1a 时,  xf 即为连续函数. 

 

四、已知  

 
1

1 3 , 0

, 0,

sin 3
, 0

xx x

f x a x

b x
x

x


  


 

 


, 问 

1. 当 ,a b为何值,  
0

lim
x

f x


存在 ？ 

2. 当 ,a b为何值,  f x 在  ,  上连续 ？ 

解. 1. 因      
1 1

3 3
3

0 0 0
lim lim 1 3 lim 1 3x x

x x x
f x x x e

  



  
     ，  

 
0 0 0

sin3 sin3
lim lim lim 3 3

3x x x

b x x
f x b b

x x    
    ，  故当    

0 0
lim lim
x x

f x f x
  

 时 , 即

3 3e b , 

3

3

e
b  时,  

0
lim
x

f x


存在; 

2.  f x 为分段函数, 且在    , 0 , 0,  内均为初等函数, 故连续; 在分段点

0x  处 , 当        
0 0 0

lim lim lim 0
x x x

f x f x f x f a
   

    , 即
3 3e b ,

3a e 时 , 

 f x 在 0x  处连续, 从而
3a e , 

3

3

e
b  时,  f x 在  ,  上连续. 

五、求下列函数的极限: 



 

1. 

1

1

1

1
lim

2

x

x

x

x

x







 
 

 
；     解. 

1 0

1 2

1

1 2
lim 1

2 3

x

x

x

x

x







   
    

   
. 

2. x

x
x

1
cos

)(arctanlim


；  解. 
22

)(arctanlim

11
cos 













x

x
x . 

3.
2

1

0
)(coslim x

x
x


；解. 2

14

1

4

2
sin2

1cos

1

0

1

0

2

2

2

)1cos1(lim)(coslim


















 exx

x

x

x

x

x

x
. 

 

4. 
 

0

ln 1
lim
x

ax

x


.    

 解. 
 

   
1 1

0 0 0

ln 1
lim limln 1 ln lim 1x x

x x x

ax
ax ax

x  


     

 
1

0
ln lim 1 ln

a a
ax

x
ax e a




     

 

六、证明方程  sin 0, 0x a x b a b    至少有一正根, 并且它不超过a b . 

证. 设   sinf x a x b x   ,  f x 在 0,a b 上连续, 且 

       0 0, sin sin 1 0f b f a b a a b a a a b            . 

当  sin 1a b  , 则   0f a b  , 由零点定理, 在  0,a b 内至少有一点 , 使

得   0f   , 即 sina b   , 亦即方程 sinx a x b  在  0,a b 内至少有一正根. 

    当  sin 1a b  时, 有   0f a b  , 即方程   0f x  有一正根 a b , 故方程

s inx a x b  至少有一个不超过a b 的正根. 

七、设函数  f x 在  ,a b 上连续, 且    ,f a a f b b  , 证明在  ,a b 上至少存在

一点 , 使  f   . 

      证. 令    F x f x x  , 则  F x 在 ,a b 上连续, 且 

       0, 0F a f a a F b f b b      ,由零点定理, 在  ,a b 内至少存在一点  , 

使   0F   , 即  f   . 


