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1.1.1 集合 

2.  集合的表示法 3.数集分类: 

1.1.2 集合的基本运算 

1.集合的概念 

{ | }A B x x A x B AB    且

对偶律： BABA   BABA  
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序偶

与 的

设 是两个非空集合 且 则称

为一个序偶 记作 由集合 中所有元素作成的

构成的集合 称为 记作 即

有次序的一对元素

直积或 乘积

2 2

, ,{( , ) | , }

{( , ) , }, .|

R R x y x R y R

R R R x y x RR y R

   

    

例如 表示整个坐标平面

记作 即

{ 1,2}, {1,2,3}, .A B A B   练习: 求



1.1.3 区间与邻域 

区间: 是指介于某两个实数之间的全体实数.

这两个实数叫做区间的端点. 

.,, baRba  且

}{ bxax  称为开区间, ),( ba记作

}{ bxax  称为闭区间, ],[ ba记作

o xa b

o xa b



}{ bxax 

}{ bxax 

称为半开区间, 

称为半开区间, 

),[ ba记作

],( ba记作

}{),[ xaxa  }{),( bxxb 

o xa

o xb

有限区间 

无限区间 

区间长度的定义: 

两端点间的距离(线段的长度)称为区间的长度. 



,0叫做这邻域的中心点x

.叫做这邻域的半径

.}{),( 000   xxxxxU

x0x0x 0x



,}{ 00 邻域的称为点数集  xxxx 

0 , 0.x   设 与 是两个实数 且



),( 0 xU记作,0 邻域的去心的点 x

.}0{),( 00   xxxxU

邻域引入的作用:根据(>0)的变化,刻画 

.)( 00 的程度即逼近常量变量 xxxx 

x



0x0x 0x



1. 函数的定义 

1.1.5 函数的概念 

设D是实数集，称映射              为定义在D上的函数,   

通常简记为 

:f DR

DxxfyxfDxxfy  ),(|:      ),( 或

因变量 自变量 

数集D叫做函数f的定义域,记作         ，即   D f  D f D

可见, 函数是从实数集到实数集的映射, 其值域总在      

内，因此构成函数的要素是：定义域与对应法则 

R

}),({)()( ),()(

)(

DxxfyyDffRDffR

fxf

即或记作

的值域，为函数的全体所构成的数集称函数值



单值函数与多值函数  

如果自变量在定义域内任取一个数值时，对应的函数值总是只有一个，这
种函数叫做单值函数；否则叫做多值函数． ．例如， 222

ayx 

只有一个自变量的函数，称为一元函数.  

故若两个函数的定义域相同, 对应法则也相同, 则这两个函数就是相同的, 

否则就是不同的.  

表示函数的记号是可以任意选取的, 除了常用的    外, 还可以用其他的英
文字母或希腊字母, 比如“    、  、  ”等，相应的函数可记为 g F 

     , ,y g x y F x y x  

f 

判断函数 f 与 g 是否是同一函数？ 

33 34

2

2

1)(,)()3(
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lg2)(,lg)()1(







xxxgxxxf

xxgxxf

xxgxxf



(2)自然定义域. 理论研究中, 对应法则是用数学公式表示的
函数, 这种函数的定义域是使数学公式有意义的自变量的所
有值构成的实数集. 即当函数由公式（表达式）给出时，使
公式有意义的自变量的取值范围就是函数的定义域. 如： 

分式的分母不为0； 

 ;0)(,,)(2 xfnxfn 要求为正整数

 ;0)(,10),(log  xfaaxfa 且要求

 ;1)(),(arccos),(arcsin xfxfxf 要求

 .0)(,)(
)(  xfxfy

xg 要求

(3)定义域的表示法： 

不等式法，集合法，区间法，叙述法与图示法.  

2. 函数定义域的确定 

(1)由实际问题决定.  



例  求函数的定义域 

解： 
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3. 函数的图形 

.)(

}),(),{(

的图形称为函数

点集

xfy

DxxfyyxC
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4. 分段函数 

对于自变量的不同值（或在不同区间上），函数的表 

达式不同，这种函数称为分段函数. 

(1)  绝对值函数 
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xx

xx
xy

o x

y

(2)  符号函数 
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sgn
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(3)  取整函数 y=[x] 

[x]表示不超过x的最大整数 

 1  2  3   4  5   
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(4)   Dirichlet(狄利克雷)函数 






是无理数时当

是有理数时当

x

x
xDy

0

1
)(

有理数点 无理数点 
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o 



(5)   取最值函数 

)}(),(max{ xgxfy  )}(),(min{ xgxfy 
y 

x 
o 

)(xf

)(xg

y 

x 
o 

)(xf

)(xg

(6)  整标函数 

)(nfy 以自然数为自变量的函数: 

图形为一些离散的点构成.  



1.1.6 函数的特性 

1. 函数的单调性 

 ,),()( 上有定义开或闭有限或无限在区间设函数 Ixfy 

有若对任意 , ,, 2121 xxIxx 

))()((     )()( 2121 xfxfxfxf  或

则称 f(x)在I上严格单调上升或严格单调递增（严格单调
下降或严格单调递减）. 

有若对任意 , ,, 2121 xxIxx 

))()((     )()( 2121 xfxfxfxf  或

则称 f(x)在I上单调上升或单调递增(单调下降或单调递减). 

单增和单减的函数统称为单调函数，I称为单调区间.  

由有限个单调函数组成的函数，称为分段单调函数. 如  xy 



2. 函数的有界性 

,)(,,0, 成立有若 MxfXxMDX 

..)( 否则称无界上有界在则称函数 Xxf

,)(,,0, 11 成立有即若 MxfXxMDX 

.)( 上无界在则称函数 Xxf

通常函数的有界性与区间有关， ,
1

 
2

x
y 如

.)1,
10

1
[,)1,0( 上有界而在内无界在



3. 函数的奇偶性 

偶函数图形关于y轴对称 

有对于关于原点对称设 ,, DxD 

)()( xfxf 

y 

x 

)( xf 

)(xfy 

o x -x 

)(xf

;)( 为偶函数称 xf

有对于关于原点对称设 ,, DxD 

)()( xfxf  .)( 为奇函数称 xf

奇函数图形关于原点对称 

)( xf 

y 

x 

)(xf

o x 
-x 

)(xfy 



注意： (1) 若f(x)的定义域关于原点不对称，则f(x)一定不是奇函数或偶函数. 

则上的任意函数对于 ),()0)(,()2( xfaaa 

,)()()( 为偶函数xfxfxg 

,)()()( 为奇函数xfxfxh 

)],()([
2

1
)( xhxgxf 从而

即f(x)可表示为一个偶函数与一个奇函数之和.  

(3) 奇偶函数的性质  

偶函数的和与差仍是偶函数， 

奇函数的和与差仍是奇函数； 

两个奇（或偶）函数的商是偶函数； 

奇函数与偶函数的积（或商）是奇函数； 

有限个偶函数的积仍是偶函数； 

偶数个奇函数的积是偶函数.   



4. 函数的周期性 

.,)(),()(

    ,,0,)(

为周期为周期函数则称

都有若上有定义在设函数

TxfxfTxf

DxTDxfy





任一周期函数都有无穷多个周期.  若在无穷多个周期 

中，存在一个最小的正数，则这个正数称为最小正周 

期，简称周期. 

并非所有周期函数都有最小正周期, 如Dirichlet函数  

 
1,

0, C

x
y D x
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Q

Q

,

,

容易验证这是一个周期函数, 任何正有理数都是它的周
期, 因为不存在最小的正有理数, 所以Dirichlet函数没
有最小正周期.  

r



1.1.7 反函数与复合函数 

1. 反函数   

定义： 

.)(,)( YXfXxfy  值域上有定义在设

,)(, yxfXxYy  使得都有唯一确定的若对任一个

.),(
1

Yyyfx  

注意： (1)反函数的定义域和值域恰好是原来函数的值域和定义域. 

0x

0y

0x

0y

x

y

D 

W 

)(xfy 函数

o x

y

W 

D 

)( yx 反函数

o

设函数                 是单射，则它存在逆映射                     , 称此映
射     为函数     的反函数.       

 :f D f D  1 :f f D D 
1f 

f

亦即 



)(xfy 直接函数

x

y

o

),( abQ

),( baP

)(xy 反函数
(2)直接函数与反函数的
图形关于y=x对称. 

反函数的求法： 

(1)一般先从方程y=f(x)中解出x, 然后再将所得结果中的 

     x与y互换位置即可; 

(2)对分段函数,只要分段求出反函数便得.  

(3) 反函数的对应法则是
完全由原函数的对应法
则所确定  . 



2. 复合函数   

定义：  ),)(())(( XxxguUuufy  与设有两个函数

 ,)()( UXgxgu  的值域且函数

 ,)],([ XxxgfyX 上确定了函数则在

 .)()( 的复合函数与称为 xguufy  gfy  记为

注意： UXg )(:)1( 复合函数关键是

(2)复合函数可以由两个以上的函数经过复合构成. 

即不是任何两个函数都可以复合成一个复合函数的.  

fggf   3)( 一般

复合函数的求法： 

(1)对于非分段函数常用直接代入的方法； 

(2)对于分段函数常用讨论的方法.  



练习   1. 由函数 uy  ,),0[ u

21 xu  ),( x

可构成复合函数 21 xy  ]1,1[x

函数复合后一般应重新验证它的定义域 

22.  arccos ln( 1)   y x= -分解

  分解到基本初等函数或基本初等函数的四则运算为止. 

2 arccos , , ln , ( 1),y u u v v w w x= = = = -



1

3. (1 sin ) xy x 

( )( )v xy u x形如： 的函数称为幂指函数。

11 1
ln(1 sin )

ln(1 sin )

1

  (1 sin )

(1 sin )

x x
xx x

x

y x e e

y x


   

 即 是由
,uy e

1
ln ,u v

x


1 sinv x 

复合而成的复合函数 



1.1.8 函数的四则运算 

 函数的四则运算  

这四种运算称为函数的四则运算. 

设函数                的定义域分别为                            ，
则可以定义这两个函数的下列运算: 

1 2 1 2, ,D D D D D     ,f x g x

      : , ;f g f g x f x g x x D    和 

      : , ;f g f g x f x g x x D    差 

      : , ;f g f g x f x g x x D    积 

 
 

 
  : , 0, .

f xf f
x x D x g x x D

g g g x

 
     

 
商 



1.1.9   初等函数 

1.基本初等函数 

(1)常数函数 

.),,(   , 为常数cxcy 

(2)幂函数 

)( 是常数 
xy o x

y

)1,1(

1

1

2
xy 

xy 

x
y

1


xy 



(3)指数函数 

)1,0(  aaay
x x

ey 

x
ay 

x

a
y )

1
(

)1( a

)1,0(



(4)对数函数 

)1,0(log  aaxy a xy ln

xy alog

xy
a

1log

)1( a
)0,1(





(5)三角函数 

正弦函数 xy sin

xy cos余弦函数 
xy cos

xy sin



正切函数 xy tan

xy tan

xy cot余切函数 

xy cot



正割函数 
x

xy
cos

1
sec 

xy sec

x
xy

sin

1
csc 余割函数 

xy csc



xy arcsin反正弦函数

(6)反三角函数 

xy arcsin

xy arccos反余弦函数

xy arccos



xy arctan反正切函数
xy arctan

xy cot反余切函数 arc

xy cotarc



        幂函数,指数函数,对数函数,三角函数和反
三角函数统称为基本初等函数. 

基本初等函数 

2. 初等函数 

由常数和基本初等函数经过有限次四则运算和有限次 

的函数复合步骤所构成并可用一个式子表示的函数, 

称为初等函数. 

并非所有的函数都是初等函数, 

分段函数一般不是初等函数.  但也有例外! 



3. 双曲函数与反双曲函数 
------都是初等函数. 

例如  

都是初等函数.  

15 23  xxy
1

1
2 




xx

x
y 23 xy 

x

x
xy

2

2

sin1 

cos1 
sin






  一般说来, 分段函数不是初等函数.  

但有个别分段函数例外，例如 









0     ,

0     ,   

xx

xx
y

因为它可以改写为初等函数 2xy  的形式. 

x
xx exy

ln
11



0,

1

 xxy x幂指函数 是否为初等函数？ 

它是由 
uey  与 

x

x
u

ln
 构成的复合函数, 

故该幂指函数是一个初等函数. 

解 



附：双曲函数与反双曲函数 

sh
2

x xe e
x


双曲正弦 chy x

shy x
),,(: D

奇函数. 

ch
2

x xe e
x


双曲余弦

),,(: D

偶函数. 

(1)双曲函数 

x
ey

2

1


x
ey


2

1



双曲函数与反双曲函数 

sh
th

ch

x x

x x

x e e
x

x e e






 


双曲正切

奇函数, ),(: D 有界函数, 



双曲函数常用公式 

sh( ) sh ch ch sh ;x y x y x y  

ch( ) ch ch sh sh ;x y x y x y  

2 2ch sh 1;x x 

sh2 2sh ch ;x x x

2 2ch 2 ch sh .x x x 

双曲函数与反双曲函数 



(2)反双曲函数 

奇函数, 

),(: D

.),( 内单调增加在 

sh ;y ar x反双曲正弦

2ln( 1).

y arshx

x x



  

双曲函数与反双曲函数 

y arshx



解： 令 )(
2

1
xx

eey


则 012
2  xx

yee

1
2  yye

x (舍去“-”) 

)1ln(
2  yyx

将字母  与  互换,得 yx )1ln(
2  xxy

)1ln()(
21 

xxxf即 

例    求函数                  的反函数 )(
2

1
)(

xx
eexf




.),1[ 内单调增加在 

),1[: D

y反双曲余弦

2ln( 1).

y archx

x x



  

archx

双曲函数与反双曲函数 

y archx



.
1

1
ln

2

1

x

x






)1,1(: D

奇函数, 

.)1,1( 内单调增加在 

y反双曲正切 arthx

双曲函数与反双曲函数 

y arthx

y arthx



函数的分类: 

函
数 

初
等
函
数 

非初等函数(一些分段函数,有无穷多项等函数) 

三角函数 

幂函数 

反三角函数 

对数函数 

指数函数 

基本初等函数的有限次
四则运算式 

简单函数—— 

基本初等函数 

复合函数—— 基本初等函数或简单函
数的有限次复合运算式 



 函数及其性质——举例 

  .1 求下列函数的定义域例

  49
)3ln(

1
)(1)(

2
x

x
xf 




 )2(sin,)(10)2( 的定义域求有定义时函数设 xfufu 






















21            ,2

10            ,

0      ,
1

1

)()3(

x

xx

x
x

xf

).1(,35)1( .2
2242  xfxxxf 求设例

).
2

(cos,cos1)
2

(sin .3
x

fx
x

f 求设例 



,,,,,)
1

()( .4 bacba
x

c

x
bfxaf  且为常数其中设例

).()( : xfxf 求证

 ,),()()(),( .5 上的单增函数为及设例 xxxf 

 :),()()( 求证且 xxfx    )].([)]([)]([ xxffx  

.,

21    ,2

10       ,ln

01        ,

 .6

1

2

求反函数已知例

















xe

xx

xx

y

x

,)(  ,

1    ,1

1       ,0

1       ,1

)( .7
x

exg

x

x

x

xf 















设例 )].([)],([ xfgxgf求



  .1 求下列函数的定义域例

  49
)3ln(

1
)(1)(

2
x

x
xf 




 解： 














13

03

049
2

x

x

x

由














2

3

77

x

x

x

得

)3,2()2,7[  故所求定义域为

 )2(sin,)(10)2( 的定义域求有定义时函数设 xfufu 

解： ,12sin0:  x依题意要求

由此可求得x的取值范围，即为定义域. 
























21            ,2

10            ,

0      ,
1

1

)()3(

x

xx

x
x

xf

解： 易知该函数的定义域为：   ]2,0()0,1()1,(  

).1(,35)1( .2
2242  xfxxxf 求设例

解： 13312)1(
2242  xxxxf

1)1(3)1(
222  xx

13)(
2  xxxf

1)1(3)1()1(
2222  xxxf故 .3

24  xx



).
2

(cos,cos1)
2

(sin .3
x

fx
x

f 求设例 

解： 因为 

2
cos2cos1)

2
(sin

2 x
x

x
f  )

2
sin1(2

2 x


所以 

)
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cos1(2)
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(cos
2 xx
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2

sin2
2 x

 .cos1 x
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()( .4 bacba
x

c

x
bfxaf  且为常数其中设例

).()(: xfxf 求证

证明：  
1
代入已知表达式得以

x
 )()

1
( cxxbf
x

af 

两式联立可求得， 
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c
xf 
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c
xf 


而 )(

22
bx
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 )(xf

).()( xfxf 



 ,),()()(),( .5 上的单增函数为及设例 xxxf 

 :),()()( 求证且 xxfx    )].([)]([)]([ xxffx  

证明： ,0x  ),()()( 000 xxfx  有

由单调性及已知不等式有， 

 )]([)]([ 00 xfx    )]([ 0xff

 )]([)]([ 00 xfxff   )]([ 0x

 )]([)]([)]([ 000 xxffx  

.0的任意性可知结论成立由x
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求反函数已知例
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解： 得由 2
xy  ],1,0(y

,01  x由于 ,yx  ]1,0(,  xxy写成

得由 xy ln ],0,(y ]0,(,  xey
x写成

得再由 1
2

 x
ey ,

2
ln1

y
x  ]2,2(,

2
ln1 ex

x
y 写成

故所求反函数为 
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设例 )].([)],([ xfgxgf求

解： 
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思考题1 

证明定义在对称区间 ( , )l l 上的任意函数可以表

示为一个奇函数和一个偶函数的和。 

解： 设            定义在对称区间(-l,l) ( )f x

令 

 
( ) ( )

( ) ( )
2

f x f x
h x h x h x

 
    ，即 是奇函

故 ( ) ( ) ( )f x g x h x 

   
( ) ( ) ( ) ( )

,
2 2

f x f x f x f x
g x h x

   
 

可知  
( ) ( )

( ), ( )
2

f x f x
g x g x g x

 
   即 是偶函数 

数 

，命题得证。 



练习  




