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3.3 定积分的应用 
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平行截面面积为已知的立体的体积 

x dxx 

        如果一个立体，我们知道该立体上垂直于

一定轴的各个截面面积，那么，这个立体的体
积也可用定积分来计算. 

)( xA 表示过点

x且垂直于x 轴

的截面面积， )(xA 为x的已知连续函数

],,[ bax积分变量

.)(
b

a
dxxAV立体体积 

一、立体体积 

,)( dxxAdV 



注意:  

若立体垂直于 y 轴的截面面积为B(y), 则 

.)(
d

c
dyyBV



一平面经过半径为R的圆柱体的底圆中心，并与底

面交成角，计算这平面截圆柱体所得立体的体积. 

求以半径为 R 的圆为底、平行且等于底圆半径

的线段为顶、高为 h 的正劈锥体的体积. 

计算立体体积习例 

例1 

例2 



一平面经过半径为R的圆柱体的底圆中心，并与底

面交成角，计算这平面截圆柱体所得立体的体积. 

解 取坐标系如图 

底圆方程为 222
Ryx 

垂直于x轴的截面为直角三角形 

R

R

x

yo 

x
],,[ RRx 积分变量

截面面积 ,tan)(
2

1
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22 xRxA 

立体体积 dxxRV
R

R
tan)(
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1 22   .tan
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2 3 R

例1 



求以半径为 R 的圆为底、平行且等于底圆半

径的线段为顶、高为 h 的正劈锥体的体积. 

解  取坐标系如图 

底圆方程为 ,
222

Ryx 
x

y

o Rx

垂直于x轴的截面为等腰三角形 

],,[ RRx 积分变量

截面面积 
22

)( xRhyhxA 

立体体积 dxxRhV
R

R  22
.

2

1 2
hR

例2  
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并依次连接相邻分点得一内接折线，当分点的数目

无限增加且每个小弧段都缩向一点时，

此折线的长 ||
1

1




n

i
ii MM 的极限存在，则称此极限为

曲线弧AB的弧长.

二、平面曲线弧长 



     设曲线弧为 )( xfy 

)( bxa  ，其中 )( xf

在 ],[ ba 上有一阶连续导数

取积分变量为x ，在 ],[ ba

上任取小区间 ],[ dxxx  ，

以对应小切线段的长代替小弧段的长

xo

y

a bx dxx 

 dy

小切线段的长 22
)()( dydx  dxy

2
1 

弧长元素 dxyds
2

1  弧长 .1
2
dxys

b

a 

1. 直角坐标情形 



曲线弧为 ,
)(

)(









ty

tx




)(   t

其中 )(),( tt  在 ],[  上具有连续导数.

22
)()( dydxds 

222
))](()([ dttt  

dttt )()(
22  

弧长 .)()(
22

dttts  





2. 参数方程情形 



曲线弧为 )(  )(rr 

其中 )( 在 ],[  上具有连续导数.













sin)(

cos)(

ry

rx
 )(  

22
)()( dydxds  ,)()(

22  drr 

弧长 .)()(
22 




drrs  

3. 极坐标情形 



计算曲线弧长习例 

计算曲线 2
3

3

2
xy  上相应于 x从 a 到 b的一段弧

的长度. 

例3  

计算曲线 dny
n

x

 0
sin 的弧长 )0(  nx . 例4  

求星形线 3

2

3

2

3

2

ayx  )0( a 的全长. 例5  

求极坐标系下曲线
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3
sin 











ar 的长. 

)0( a  0( )3

例6  

求阿基米德螺线 ar   )0( a 上相应

于从0到 2 的弧长. 

例7  



解 ,2
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计算曲线 2
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2
xy  上相应于 x从 a 到 b的一段弧

的长度. 

例3  
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计算曲线 dny
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sin 的弧长 )0(  nx . 例4  



解  星形线的参数方程为 









tay

tax

3

3

sin

cos
)20(  t

根据对称性 
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第一象限部分的弧长 

求星形线 3
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ayx  )0( a 的全长. 例5  



解  
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求极坐标系下曲线
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ar 的长. 

)0( a  0( )3

例6  



求阿基米德螺线 ar   )0( a 上相应于从0

到 2 的弧长. 

解 ,ar 
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变力作功包括有：电场力作功、气体压力作功、 

                                 克服阻力作功、万有引力作功、 

                                 弹力作功等. 

        由物理学知道，如果物体在作直线运动的过程

中有一个不变的力F 作用在这物体上，且这力的方

向与物体的运动方向一致，那么，在物体移动了距

离s时，力F对物体所作的功为 sFW  . 

         如果物体在运动的过程中所受的力是变化的，就

不能直接使用此公式，而采用“微元法”思想. 

三、变力沿直线所作的功  



.      ,    : )( 的变化而变化值大小随轴正向其方向沿设变力 xxxf

         , )( 轴正向运动到点处沿从点推动物体变力 xaxxf 

    :  )(   所作的功为处点 babx 

x xx O x

y

)(xf

a b

    .0  ],  ,(  xbax

   ,  可视物体在区间很小时当 x

   ,   )( 其值为作功按常力xf

      , ] ,[ 处的值以变力在点上 xxxx 

 .)( xxfW 

  .d)(d  :  , xxfW 微分元素为变力沿直线作功问题的于是



    ,性由于功对区间具有可加

  :的功为

  ].  ,[   : bax积分区间

   .d)(d   : xxfW 微分元素

  .d)(d   :
 

 

 

  
b

a

b

a
xxfWW功的计算

O x

y

a b

W

)(xfy 

W

   )( 沿直线移动物体所做故变力 xf

  变力作功的几何表示



解题思路： 

(1) 适当选取坐标系及积分变量； 

(2) 写出功元素 dw 的表达式； 

(以不变代变，其中用了公式 )sFw 

(3) 列出定积分并求值即得 w . 



变力做功习例 

例 8.  把一个带 +q 电量的点电荷放在 r 轴上坐标

原点处，它产生一个电场．这个电场对周围的电荷有

作用力．由物理学知道，如果一个单位正电荷放在这

个电场中距离原点为 r 的地方，那么电场对它的作用

力的大小为 
2

r

q
kF  （k 是常数），当这个单位正电荷

在电场中从 r = a 处沿 r 轴移动到 r = b 处时，计算

电场力 F  对它所作的功． 

例 9.  一圆柱形蓄水池高为 5 米，底半径为 3 米，池内

盛满了水.问要把池内的水全部吸出，需作多少功？ 



例10  (1)半球形贮水池，贮满水，从池中把水抽出，问 

             作多少功？ 

          (2)若半球形贮水池平底在下，问作多少功？ 

例11  半径为R，比重为(大于1)的球沉入深为H(>2R)的 

          水池底，现将其从水中取出，问需作多少功？ 

例12  用铁锤把钉子钉入木板，设木板对铁钉的阻力  

与铁钉进入木板的深度成正比，铁锤在第一次锤击
时将铁钉击入1厘米，若每次锤击所作的功相等，问
第 n 次锤击时又将铁钉击入多少？ 



例 8 把一个带 +q 电量的点电荷放在 r 轴上坐标原点处，它产生一个

电场．这个电场对周围的电荷有作用力．由物理学知道，如果一个单位

正电荷放在这个电场中距离原点为 r 的地方，那么电场对它的作用力的

大小为 
2

r

q
kF  （k 是常数），当这个单位正电荷在电场中从 r = a 处

沿 r 轴移动到 r = b 处时，计算电场力 F  对它所作的功． 

解 取r为积分变量， 
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取任一小区间 ],[ drrr  , 功元素 2
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点击图片任意处播放\暂停 

解 建立坐标系如图 取 x 为积分变量， 

]5,0[x

x

o
x

dxx 

5

取任一小区间 ],[ dxxx  , 

例9  一圆柱形蓄水池高为5米，底半径为3米，池内盛满     

        了水.问要把池内的水全部吸出，需作多少功？  



这一薄层水的重力为 

29.8 3 dx 

功元素为 88.2 ,dw dxx  

dxxw   2.88
5

0

5

0

2

2
2.88 










x
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R
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例10  (1)半球形贮水池，贮满水，从池中把水抽出，      

问作多少功？ 

          (2)若半球形贮水池平底在下，问作多少功？ 

解 (1)如图所示建立坐标系， 
o

x

y

则边界曲线方程为 222
Ryx 

选 x 为积分变量， ],0[ Rx

],,0[],[ Rdxxx 

x

dxx 

这一薄层水的重力为 1 
2 dxyg

2 2 ( )g R x dx 

2 2 ( )dw g R x dxx 故

.)( 
0

22
 

R
dxxRxgw 

w sF 



R

R

(2)如图所示建立坐标系， 

o
x

y

则边界曲线方程为 222
Ryx 

选 y 为积分变量， ],0[ Ry

],,0[],[ Rdyyy 

dyy 
y

这一薄层水的重力为 1 
2 dyxg dyyRg )( 

22  

2 2( ( ) )R ydw g R y dy 故

.)()( 
0

22
 

R
dyyRyRgw 

w sF 



R

注意： 也可建立另一如图所示的坐标系， 

o

x

y
则边界曲线方程为 

222
)( RyRx 

选 x 为积分变量， ],0[ Rx

],,0[],[ Rdxxx 

x

dxx 

这一薄层水的重力为 
2 1yg dx  dxRxRg ])([ 

22  

2 2 [ ( ) ]dw g R xx x R d  故

.)(2 
0

2
 

R
dxxRxxgw 



例11  半径为R，比重为(大于1)的球沉入深为H(>2R)的 

          水池底，现将其从水中取出，问需作多少功？ 

解 如图所示建立坐标系， 

则边界曲线方程为 

222
)( RyRx 

选 x 为积分变量， ]2,0[ Rx

],2,0[],[ Rdxxx 

o

x

y

R2

H

x

dxx 

将其取出水面总行程为H , 

在水中行程为H2Rx , 

在水外行程为H (H2Rx)  2R  x, 



o

x

y

R2

H

x

dxx 

在水中作功的力为 dxygdxyg
22

    dxyg
2

)1(  

在水外作功的力为 dxyg
2

 

此时功元素为两部分 

之和(水中与水外) 

dxxRHygdw )2()1(
2  

dxxRyg )2( 
2  

dxxRyyHg )]2( )1([
22  

dxxxRHxRHRg )}]4)1([]4)1(2{[
322  


R

dww
2

0
].)1[(
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RHRg  



解 设木板对铁钉的阻力为 ( ) ,f x kx

例12  用铁锤把钉子钉入木板，设木板对铁钉的阻力  

与铁钉进入木板的深度成正比，铁锤在第一次锤击
时将铁钉击入1厘米，若每次锤击所作的功相等，问
第 n 次锤击时又将铁钉击入多少？ 

,)( kxdxdxxfdw 

第一次锤击时所作的功为 
1

1
0

dxw xk  ,
2

k


0
( ) .

h

hw f x dx 

设  次击入的总深度为   厘米 hn

次锤击所作的总功为 n




h

h kxdxw
0

,
2

2
kh



依题意知，每次锤击所作的功相等． 

1nwwh  
2

2
kh

,
2

k
n 

,nh 

.1 nn

次击入的总深度为 n

第   次击入的深度为 n



       由物理学知道，在水深为 h 处的压强为

hp  ，这里 是水的比重．如果有一面积为 A 的

平板水平地放置在水深为 h 处，那么，平板一侧所

受的水压力为 ApP  ． 

       如果平板垂直放置在水中，由于水深不同的点处

压强p不相等，平板一侧所受的水压力就不能直接使

用此公式，而采用“微元法”思想． 

四、液体压力 



解题思路： 

(1) 适当选取坐标系及积分变量； 

(2) 写出液体压力元素 dF 的表达式； 

(以不变代变，其中用了公式 , )p pAF h 

(3) 列出定积分并求值即得 F . 



液体压力习例 

例 13  一个横放着的圆柱形水桶，桶内盛有半桶水，设

桶的底半径为R，水的比重为，计算桶的一端面上所

受的压力． 

例 14  将直角边各为 a 及 2a 的直角三角形薄板垂直

地浸人水中，斜边朝下，直角边的长边与水面平

行，且该边到水面的距离恰等于该边的边长，求薄

板所受的侧压力． 



解 在端面建立坐标系如图 

x

o

取 x 为积分变量， ],0[ Rx

取任一小区间 ],[ dxxx   

x

dxx 小矩形片上各处的压强近似相等 

小矩形片的面积为 .2
22
dxxR 

, xp 

例 13  一个横放着的圆柱形水桶，桶内盛有半桶水，设

桶的底半径为R，水的比重为，计算桶的一端面上所

受的压力． 



小矩形片的压力元素为 2 2 2 R dxd xF x 

端面上所受的压力 

dxxRxF
R 22

0
 2   

)(
22

0

22
xRdxR

R

 

 
R

xR
0

3
22

3

2
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解 建立坐标系如图 

x

o
a2

a2

a

斜边方程为 ),(2 xay 

积分变量为 ],,0[ ax

dxxaaxF
a

 ))(2(2
0

  .
3

7 3
a

小面积 ,)(2 dxxa 

2(( ) 1  )2 a x ddF x a x    

],,0[],[ adxxx 

例 14  将直角边各为 a 及 2a 的直角三角形薄板垂直

地浸人水中，斜边朝下，直角边的长边与水面平

行，且该边到水面的距离恰等于该边的边长，求薄

板所受的侧压力． 

,F p A p h  



五、万有引力     

        由物理学知道，质量分别为 21 , mm 相距为 r 的

两个质点间的引力的大小为
2

21

r

mm
kF  ，其中 k 为

引力系数，引力的方向沿着两质点的连线方向． 

        如果要计算一根细棒对一个质点的引力，那

么，由于细棒上各点与该质点的距离是变化的，

且各点对该质点的引力方向也是变化的，就不能

用此公式计算． 



解题思路： 

(1) 适当选取坐标系及积分变量； 

(2) 写出引力元素 dF 的表达式； 

(以不变代变，其中用了公式 )
2

21

r

mm
kF




(3) 列出定积分并求值即得 F . 



例 15  有一长度为 l、线密度为 的均匀细棒，在

其中垂线上距棒 a 单位处有一质量为 m 的质点 M，

计算该棒对质点 M 的引力． 

2

l

2

l
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o
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解 建立坐标系如图 

取 y 为积分变量 

取任一小区间 ],[ dyyy   

,
2

,
2 







ll
y

将典型小段近似看成质点 

小段的质量为 ,dy

ry

dyy 

万有引力习例    



小段与质点的距离为 ,
22

yar 

引力元素 ,
22

ya

dym
kdF






},,{  yas 


又力的方向为

,cos
22

ya

a




 ,sin

22
ya
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水平方向的分力元素 

,
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铅直方向的分力元素 

,
)(

sin
2
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六、函数的平均值与均方根  

1. 平均值  

实例：用某班所有学生的考试成绩的算术平均
值来描述这个班的成绩的概貌. 

n

yyy
y n
 21 算术平均值公式 

只适用于有限个数值 

问题：求气温在一昼夜间的平均温度. 

入手点：连续函数         在区间        上的平均值. )(xf ],[ ba

讨论思想：分割、求和、取极限. 



(1)分割： 把区间 ],[ ba 分成n 等分 

,1210 bxxxxxa nn  

每个小区间的长度 ;
n

ab
x




设各分点处的函数值为 
nyyyy ,,,, 210 

函数         在区间        上的平均值近似为 )(xf ],[ ba

;1210

n

yyyy n 

每个小区间的长度趋于零. 

(2)求和： 

(3)取极限： 
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几何平均值公式 

区间长度 yab )(  )()( fab 



例 16   计算纯电阻电路中正弦交流电 tIi m sin 在

一个周期上的功率的平均值（简称平均功率）. 

解 设电阻为R,  

iRu  ,sin tRIm 

功率 uip  ,sin
22

tRIm 

一个周期区间 ],
2
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平均功率 tdtRIp m 
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则电路中的电压为 

函数平均值习例  
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结论：纯电阻电路中正弦交流电的平均功率等于电
流、电压的峰值的乘积的二分之一． 



2. 均方根  

        通常交流电器上标明的功率就是平均功率.

交流电器上标明的电流值都是一种特定的平均值，
习惯上称为有效值． 

        周期性非恒定电流 i（如正弦交流电）的有

效值规定如下：当 )(ti 在它的一个周期 T 内在负

载电阻 R 上消耗的平均功率，等于取固定值 I 的

恒定电流在 R 上消耗的功率时，称这个值 I 为

)(ti 的有效值. 



固定值为 I 的恒定电流在 R 上消耗的功率为 RI
2

, 

电流 )(ti 在R上消耗的功率为 Rti )(
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, 

它在 ],0[ T 上的平均功率为 ,)(
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有效值计算公式的推导: 

即 



正弦交流电 tIti m sin)(  的有效值为 
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结论：正弦交流电的有效值等于电流的峰值的  .
2

1

.)(
1 2
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内容小结 

1. 已知平行截面面积函数的立体体积 

2. 平面曲线的弧长 

曲线方程 参数方程方程 

极坐标方程 

22 )(d)(dd yxs 弧微分: 

 d)()(d 22 rrs 

直角坐标方程 

注意: 求弧长时积分上
下限必须上大下小 

3. 功、液体压力、万有引力、平均值、均方根 


