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内容小结 
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  我们前面讨论的积分是在有限区间上的有界 

函数的积分.   在科学技术和工程中，往往需要计 

算无穷区间上的积分或者计算不满足有界条件的 

函数的积分，有时还需计算不满足有界条件的函 

数在无穷区间上的积分.   这就需要我们将定积分 

的概念及其计算方法进行推广.  

        我们将运用极限的方法来完成这个工作. 



引例1. 曲线 和直线 及 x 轴所围成的开口曲 

边梯形的面积 
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引例2:曲线 所围成的 与 x 轴, y 轴和直线 

开口曲边梯形的面积 可记作 

其含义可理解为  
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一、无穷积分 
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定义 1:  设函数 )(xf 在区间 ),[ a 上连续，取

ab  ，如果极限 


b

ab
dxxf )(lim 存在，则称此极

限为函数 )(xf 在无穷区间 ),[ a 上的积分，记

作


a
dxxf )( . 




a
dxxf )( 




b

ab
dxxf )(lim

当极限存在时，称无穷积分收敛；当极限不存在

时，称无穷积分发散. 



定义 2:设函数 )(xf 在区间 ],( b 上连续，取

ba  ，如果极限 
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当极限存在时，称无穷积分收敛；当极限不存在

时，称无穷积分发散. 



定义 3:设函数 )(xf 在区间 ),(  上连续,如
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极限存在称无穷积分收敛；否则称无穷积分发散. 



  按无穷积分的定义：
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 ,      a b等号右边的两项的极限过程是相互独立的 即 与 的变化

  . 不要求一致

 ,        a b在数学物理问题中 经常遇到要求 与 变化一致的情

 ,       .   形 即需要考虑 的特殊情形b a 
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  .  ) ,(  )( 值上的无穷积分的柯西主在称之为 xf

  值意义下称此无穷积分在柯西主若式中的极限存在，则

    . 散分在柯西主值意义下发不存在，则称该无穷积

    ;   , 若式中极限义下的无穷积分值极限值即为柯西主值意收敛

无穷积分的柯西主值 
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在柯西主值意义下收敛故无穷积分 
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  :该例说明

  .   , 它本身不一定收敛义下收敛时无穷积分在柯西主值意
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注意: 对反常积分, 只有在收敛的条件下才能使用 

“偶倍奇零” 的性质,  否则会出现错误 . 



证明无穷积分
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 证明 当 时收敛当 时发散

无穷积分计算习例 
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计算 为自然数
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 证明 当 时收敛当 时发散例3 
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即当 0p 时收敛，当 0p 时发散.

证明无穷积分
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计算 为自然数例6 



注意:  
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二、无界函数的积分 

定义 1.  设函数 )(xf 在区间 ],( ba 上连续，而在点a的

右邻域内无界．取 0 ，如果极限  
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时，称瑕积分发散. 



定义 2. 设函数 )(xf 在区间 ),[ ba 上连续，而在点b的

左邻域内无界.取 0 ，如果极限 
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瑕积分发散. 
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  . )  ( ] ,[  )( 的柯西主值瑕点为上的瑕积分在称之为 cbaxf

    .   , 值意义下收敛则称此瑕积分在柯西主若式中的极限存在

    . 值意义下发散则称该瑕积分在柯西主

  ,   ; 若式中极限不存在义下的瑕积分值极限值即为柯西主值意

(3)    瑕积分的柯西主值
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无界函数的积分习例 

例11  计算广义积分 
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内容小结 

 1. 反常积分 
积分区间无限 

被积函数无界 
常义积分的极限 

 2. 两个重要的反常积分 
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说明:(1) 有时通过换元,反常积分和常义积分可以互
相转化 . 



(2) 当一题同时含两类反常积分时, 应划分积分区间, 

分别讨论每一区间上的反常积分. 

 (3) 有时需考虑主值意义下的反常积分. 其定义为 
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常积分收敛 . 

注意: 主值意义下反常积分存在不等于一般意义下反 


