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一、函数项级数    

1.定义  

设  ),(,),(),( 21 xuxuxu n 是定义在 RI  上的
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2.收敛点与收敛域  

如果 Ix 0 ,数项级数
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的收敛点,

所有发散点的全体称为发散域.
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的所有收敛点的全体称为收敛域,



  1  2

0

 




n

n

n xxxx判别

的敛散性, 并求其收敛域. 

这是等比级数. 

. 
1

1
)(    ,   ,   1 ||  

x
xSx


 其和为级数收敛时当

.   ,   1 ||  级数发散时当 x

故该级数的收敛域为:  . )1  , 1(x

要打开思路! 
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函数项级数的部分和 

余项 )()()( xsxsxr nn 

(x在收敛域上) 
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注意: 

3.和函数  

  )()()()( 21 xuxuxuxs n

在收敛域上,函数项级数的和是x 的函数 )(xs ,

称 )(xs 为函数项级数的和函数.

(定义域是?) 

),(xsn

(1)函数项级数在某点x的收敛问题,实质上是数
项级数的收敛问题. 

函数项级数的和函数的定义域是该
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例如, 等比级数 

它的收敛域是 

,1[]1,( ），及 它的发散域是 或写作 .1x

又如, 级数 

级数发散 ; 

所以级数的收敛域仅为 

有和函数  
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处的收敛性有什么特殊之

并考察它研究它的收敛性幂级数

的函数项级数下面我们讨论一种特殊





二、幂级数及其收敛性   

1.定义  
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 注1   因经变换后, 幂级数(1)与(2)可相互转化, 故

下面主要讨论形式(1)的幂级数. 
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类似地，有幂级数的收敛域，和函数的定义。 
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1 怎样确定幂级数             的收敛域呢？ 

       

本节的主要任务 

2 若幂级数 的收敛域为D,则在收敛域中其和 
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收敛 发散 

定理 1. ( Abel定理 )  若幂级数 
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则对满足不等式 

的一切 x 幂级数都绝对收敛. 

反之, 若当 

的一切 x , 该幂级数也发散 .  

时该幂级数发散 , 则对满足不等式 

证:  设 收敛, 则必有 于是存在 

常数 M > 0, 使 



当                时,  0xx  收敛, 

故原幂级数绝对收敛 . 

也收敛, 

反之, 若当 0xx  时该幂级数发散 , 下面用反证法证之. 

假设有一点 
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由以上的分析发现： 

内在如果幂级数  ) ,(   
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nxa 既有 

收敛点, 又有发散点, 则从坐标原点开始沿数 

轴往右(左)走,  最初只可能遇到它的收敛点 , 

然后就会只遇到它的发散点, 这两部分的分界 

)(  PP 点 是关于坐标原点对称的, 幂级数在分 

界点处可能收敛, 也可能发散. 

现将以上的分析用图表示出来. 
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幂级数在一个以坐标原点为中心的对称区间 

)  ,( RR 内收敛, 在此区间外发散 , 在区间端 

点处幂级数可能收敛 , 也可能发散 . 

  ,  , 为幂级数的收敛区间）（此时称 RR

. 称为幂级数的收敛半径R

当幂级数仅在 .0 , 0  Rx 则规定取处收敛



注意: Abel定理对标准幂级数给出. 
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如果幂级数
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n xa 不是仅在 0x 一点收敛,也

不是在整个数轴上都收敛,则必有一个完全确定

的正数R存在,它具有下列性质:

当 Rx  时,幂级数绝对收敛;

当 Rx  时,幂级数发散;

当 RxRx  与 时,幂级数可能收敛也可能发散.

推论 



3. 收敛半径与收敛域、收敛区间  

定义: 正数R称为幂级数的收敛半径. 

幂级数的收敛区间 是开区间 

,0R规定 

,R

收敛域为{0}; 

收敛域 ),(  . 

问题 如何求幂级数的收敛半径? 

),,( RR

(1) 幂级数只在 0x 处收敛,

(2) 幂级数对一切x 都收敛, 

幂级数的收敛域包括幂级数的收敛区间及端点情况. 
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4. 标准幂级数收敛半径、收敛域的求法   

定理 2  如果幂级数
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 你能证明吗?  有点像达朗贝尔判别法？ 
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或或或敛域

的敛散性得收时由数项级数判定



例 2  求下列幂级数的收敛半径和收敛域 
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标准幂级数收敛域的求法习例 
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例 3 求幂级数
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例 3 求幂级数
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5. 一般幂级数收敛域的求法 
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方法 3. (用比值法讨论) 

1(1) lim ( );

(2) ( ) 1 ;

     ( ) 1

(3) ( )=1

n

n
n

u
x

u

x

x

x


















计算

时,原级数绝对收敛

时,原级数发散；

时,原级数化为常数项级数,再讨论其敛散性
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一般幂级数收敛域的求法习例 

例5   求下列幂级数的收敛半径及收敛域: 
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1 2 1 3 , ;x x    当 即 时 原幂级数绝对收敛
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例5   求下列幂级数的收敛半径及收敛域: 
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则此幂级数的收敛区间为(-1,1). 

而当t =-1时, 级数           收敛; 

而当t =1时, 级数      发散. 

故当-1≤2x+1<1时,即-1≤x<0时,级数 收敛. 
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由(1)知,则此幂级数的收敛区间为[-1,1). 
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收敛半径为R=2. 



内容小结与思考 

求幂级数收敛域的方法 

1) 对标准型幂级数 

先求收敛半径 , 再讨论端点的收敛性 . 

2) 对非标准型幂级数(缺项或通项为复合式) 

求收敛半径时直接用比值法或根值法, 

也可通过换元化为标准型再求 . 

思考：幂级数收敛域和收敛区间的区别？ 



请同学们 求下列幂级数的收敛域: 
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