
中南大学开放式精品示范课堂高等数学建设组 

高等数学A 

4.5.1 三角级数、三角函数系的正交性 
4.5.2 周期为2的函数的Fourier级数 
4.5.3 周期为2l 的函数的Fourier级数 

4.5 Fourier级数 

第4章 无穷级数 



4.5 Fourier级数 

4.5.1 三角级数、三角函数系的正交性 

4.5.2 周期为2的函数 

     的Fourier级数 

函数正交、正交函数系  

三角函数系、三角级数  

Fourier 级数  

Dirichlet充分条件收敛定理 

函数展开成Fourier级数的步骤 

习例1 

在[- , ]上定义的函数的Fourier级数 

习例2 

4.5.3 周期为2l 的函数 

         的Fourier级数 

Fourier级数形式 

习例3-4 

内容小结与思考题  

F
o

u
rie

r

级
数 

问题的提出 



4.6 函数展开成正弦级数与余弦级数 

2为周期的正弦与余弦级数 

例1  

2l为周期的正弦与余弦级数 

习例3 

习例4 

函
数
展
开
成
正
弦
级
数
与
余
弦
级
数 

例2 



傅里叶级数有什么用？ 
• 从技术上讲，傅里叶级数以及发展出来的傅里叶变换，傅里叶分

析，可以把一个时间域上的信号转化到频率域上（当然，也可以

转回来），这在工科中的应用非常之多。 一个最简单的例子：

一个连续的信号，想转成离散的信号传输，那么 可以使用傅里

叶变换把它写成傅里叶级数的形式(这是一个无穷的级数和)，然

后 通过滤波舍弃掉过于高频的部分（这部分可以理解为噪音），

剩下来的就是一个有限和，那么这个复杂的连续信号就可以用有

限个傅里叶系数（和相应的基）表示出来，传输时也只用传输这

有限个离散量了。传输到后，只要通过傅里叶逆变换就又变成原

来的信号（去掉高频部分）了。  



从哲学上讲，傅里叶变换为我们提供了一种新的观察、分析

事物的角度，而且在很多时候，这一角度比变换前更接近事物

的本质。傅里叶变换可以抽象出一个分析模式：对处于某个域

（如：周期函数域）上的对象的研究，我们可以先建立这个域

上的一组基（如：傅里叶基），这个域上的对象都可以用这组

基（唯一地）表示出来（如：傅里叶变换），而且这组基本身

有一些很好的性质（正交性，可解释性等等），那么对这种对

象的研究，就可以转化为对对象在这组基上的投影的研究。通

常可以得到一些很好的性质，这些性质可以通过某种方法（如：

傅里叶逆变换）应用到原对象上。傅里叶变换是这种思维方法

最简单也是最广泛的应用之一。以后还有很多相似的分析方法，

如一般正交基，BERNSTAIN基等等。还有抽象数学中很多原

空间中难以解决的问题就到其对偶空间上解决，也是类似的思

想。  



傅里叶 (1768 – 1830) 

法国数学家.  他的著作《热的解析  

理论》(1822) 是数学史上一部经典性   

书中系统的运用了三角级数和  

三角积分,  他的学生将它们命名为傅 

里叶级数和傅里叶积分.  

最卓越的工具.  以后以傅里叶著作为基础发展起来的  

文献,  

他深信数学是解决实际问题 

傅里叶分析对近代数学以及物理和工程技术的发展  

都产生了深远的影响.  



问题的提出 

非正弦周期函数:矩形波 
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        由以上观察知，对于周期函数，可将它

用一系列基本的周期函数（如正弦函数、余弦函

数）来表示.这就产生了所谓的三角级数. 

0 , ,n na a b 圴为常数。 

称上述形式的级数为三角级数. 

Definition1 (trigonometric series) 
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三角级数三角函数系的正交性与一   .
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.三角函数系是正交的

4. 三角级数  
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1 周期函数在什么条件下可展开成三角级数？ 

2 若可展开其系数     分别是多少？        

本节的主要任务 
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函数展开成Fourier级数 
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1. Fourier 级数  
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二、周期为2的函数的Fourier级数 
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称为Fourier系数. 

    将Fourier系数代入三角级数所得的函数项级数 

称为Fourier级数. 

问题:  
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设 )(xf 是以 2 为周期的周期函数.如果它满足条件:

在一个周期内连续或只有有限个第一类间断点,并且

至多只有有限个极值点,则 )(xf 的傅里叶级数收敛,

并且

(1) 当x是 )(xf 的连续点时,级数收敛于 )(xf ;

(2) 当x是 )( xf 的间断点时,

  收敛于
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(3) 当x为端点 x 时,
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2. Dirichlet 充分条件收敛定理 



处收敛于 则它的傅里叶级数在 x

在 4x 处收敛于              . 
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思考题： 



2.  写出函数 

傅氏级数的和函数 . 

答案: 
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注意: 函数展开成傅里叶级数的条件比展开成
幂级数的条件低得多. 

(2) 验证f(x)满足收敛定理的条件 

(3) 指出Fourier级数的收敛情况 

nn baa ,,Fourier )4( 0系数求出

(5) 写出Fourier级数 

(1) 作周期函数f(x)的图形 

周期为2的函数展开成Fourier级数的步骤： 
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由图可知，所给函数满足收敛定理条件. 
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具体作法是级数则可展成

上满足收敛定理的条件在若 xf
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xF期函数外补充定义使其成为周在

周期延拓



(2) 将F(x)展开成Fourier级数 

],[ (3) 的取值范围为限制x

(4) 收敛情况为： 

);(Fourier,],[ xfx 级数收敛于处上的连续点在 

3.  在[-, ]上定义的函数的Fourier级数 
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        设 f(x)只在[, ]上有定义，我们可以在 [, ) 或 (, ] 外 

补充函数f(x)的定义，使它拓广成周期为2的周期函数 F(x)，在 

(, )内，F(x)  f(x). 
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显然满足收敛定理条件. 
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所以，f(x)的Fourier级数及和函数如下： 
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定理 

式为级数展开则它的定理的条件
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三、周期为2l 的周期函数的Fourier级数 
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具体作法是级数则可展成
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(2) 将F(x)展开成Fourier级数 

],[ (3) llx 的取值范围为限制
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显然满足收敛定理条件. 
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内容小结 

周期为 2 的函数的傅里叶级数及收敛定理  
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小结： 

周期为   的函数的 Fourier 级数，要求学生必须

牢牢记住下面两个步骤：第一步：Fourier 系数的计算       ；第二

步：由狄利克雷收敛定理判断函数    的 Fourier 级数的连续点和间

断点。写    的 Fourier 级数展开式时特别注意：等号只有在连续点

成立。对于定义在      上的函数，只需作周期延拓即可展开成

Fourier 级数。注意：  必须限制在      上，对于周期为  的函数

只需作变量代换就可以转化为以    为周期的函数，从而得到其

Fourier 展开式，同理写展开式时，等式只在连续点成立。 
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4.6 函数展开成正弦级数与余弦级数 
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例1.  设 f (x) 是周期为 2 的周期函数 , 它在   

上的表达式为 














x

x
xf

0,1

0,1
)(

将 f (x) 展成傅里叶级数.  

o

y

x

1



1



所给函数满足狄利克雷充分条件. 解: 
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f(x)的傅氏级数为 

综上所述: 

    ),2,1,0(    

                      ,0

)12(2      ,1

2)12(   ,1

        

),2,1,0(   ,0

   ),(
)(































k

kx

kxk

kxk

kkx

kxxf
xS













正弦级数与余弦级数一   .

(1)当周期为 2 的奇函数 )(xf 展开为 Fourier

级数时,它的 Fourier 系数为 
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定理1  

(2) 当周 期为 2 的 偶 函数 )(xf 展开 成

Fourier 级数时,它的 Fourier 系数为 
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证 ,)()1( 是奇函数设 xf
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定理证毕. 



定义:    如果 )(xf 为奇函数,Fourier级数 nxb
n

n sin
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称为正弦级数. 

如果 )(xf 为偶函数,Fourier 级数 nxa
a

n
n cos
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称为余弦级数. 



例2  .Fourier

0       

0      0

0   

)( 级数展成将




















xa

x

xa

xf

解 将f(x)作周期延拓, 如图 
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显然f(x)在[,]上满足收敛定理条件. 

处收敛于级数在的可见 0Fourier)( xxf
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处收敛于在 x ;0
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).(0,0 xfxx 时收敛于在  

由于f(x)在[,]上为奇函数, 故Fourier级数为正弦级数. 
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定理 2. 

设f(x)是以2l为周期的周期函数,且满足收敛定理的条件, 

,)()1( 为奇函数如果 xf 则有 
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为其中系数 ),2,1( n

,)()2( 为偶函数如果 xf 则有 
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与余弦级数上的函数展成正弦级数定义在二 ],0[  . 

若f(x)在[0,]上满足收敛定理的条件,则可展成Fourier 

级数. 具体作法分两种情况进行: 

1. 将f(x)在[0,]上展成正弦级数. 具体步骤是: 

上的奇函数为使

上补充定义得到在奇延拓
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),(]0,[: (1)
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(2) 对F(x)作周期延拓 

(3) 将经过奇延拓与周期延拓后的函数展成 

      Fourier级数，必为正弦级数 

],0[ (4) 的取值范围为限制x

(5) 对收敛性进行讨论，类似于前面讨论的情况 



奇延拓: )()( xfxg 
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2. 将f(x)在[0,]上展成余弦级数. 具体步骤是: 

上的偶函数为使

上补充定义得到在偶延拓
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(2) 对F(x)作周期延拓 

(3) 将经过偶延拓与周期延拓后的函数展成 

      Fourier级数，必为余弦级数 

],0[ (4) 的取值范围为限制x

(5) 对收敛性进行讨论，类似于前面讨论的情况 



偶延拓: )()( xfxg 
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例3  

.

 ],0[,)(
2

与余弦级数

分别展为正弦级数将  xxxf

解 (1) 将f(x)作奇延拓,再作周期延拓. 如图 
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处收敛于级数在的可见 xxf Fourier)(
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).(0 xfx 时收敛于在 
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(2) 将f(x)作偶延拓,再作周期延拓. 如图 
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可见f(x)的Fourier级数收敛于f(x). 
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与余弦级数上的函数展成正弦级数定义在三 ],0[  . l

若f(x)在[0,l]上满足收敛定理的条件,则可展成Fourier 

级数. 具体作法分两种情况进行: 

1. 将f(x)在[0,l]上展成正弦级数. 具体步骤是: 

上的奇函数为使

上补充定义得到在奇延拓
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(2) 对F(x)作周期延拓 

(3) 将经过奇延拓与周期延拓后的函数展成Fourier级数 
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],0[ (4) lx的取值范围为限制 (5) 对收敛性进行讨论 



2. 将f(x)在[0,l]上展成余弦级数. 具体步骤是: 

上的偶函数为使

上补充定义得到在偶延拓
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(2) 对F(x)作周期延拓 

(3) 将经过偶延拓与周期延拓后的函数展成Fourier级数 
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(5) 对收敛性进行讨论 



例4  
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解 (1) 将f(x)作奇延拓,再作周期延拓. 如图 
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(2) 将f(x)作偶延拓,再作周期延拓. 如图 
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1. 周期为 2 的奇、偶函数的傅里叶级数 

奇函数 正弦级数 

 偶函数 余弦级数 

2. 在 [ 0 ,  ] 上函数的傅里叶展开法 

• 作奇周期延拓 , 
展开为正弦级数 

• 作偶周期延拓 , 
展开为余弦级数 

内容小结 



3、需澄清的几个问题.(误认为以下三情况正确) 

a.只有周期函数才能展成傅氏级数; 

;2,],0[. 的傅氏级数唯一展成周期为上在 b

).(

,],[.

xf

c

级数处处收敛于

值点时上连续且只有有限个极在 


