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高等数学(上)综合自测题(一) 

 

一、填空题(本题 15 分，每小题 3分) 

1. 设
1

( )
1

x
f x

x





， 则

( ) ( )nf x 
 

 
1

1 2 !

1

n

n

n

x


 


 

2. 
20

d

4 8

x

x x




  8


 

3. 心形线 (1 cos )r a   的全长为8a  

4. 已知幂级数
0

( 2)n

n

n

a x




 在 0x  处收敛，在 4x   处发散，则幂级数
0

( 3)n

n

n

a x




 的

收敛域为 (1,5]  

5. 已知
3)()( axxxf  在 1x 处取极值，则 a 4  

二、选择题(本题 15分，每小题 3分) 

1. 设

2sin 1
, 0

( )

0

axx e
x

f x x

a x

  


 
 

在 0x  处连续，则 a 

（ D ）     

（A） 1  （B） 0   （C）e  （D） 1   

2. 设函数 )(xf 在定义域内可导， )(xfy  的图形如右图所示， 则

导函数 )(xfy  的图形为（   C  ） 
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3. 设 )(xf 连续，且 ( ) ( )d
xe

x
F x f t t



  ，则 )(xF 为（ A ）． 

（A） )()( xfefe xx  
    （B） )()( xfefe xx  

 

（C） )()( xfefe xx 
    （D） )()( xfefe xx 

 

4. 设 ( )f x 是连续函数，且
1

0
( ) 2 ( )df x x f t t   ，则 ( )f x (  C ) 

(A)

2

2

x
           (B)

2

2
2

x
         (C) 1x         (D) 2x  

5. 设 ( )f x 是周期为 的周期函数，它在[ , )  上的表达式为 ( )f x x ，设 ( )S x 为 ( )f x

在 ( . )  上 Fourier 级数展开式的和函数，则 ( )S x =(    C   ) 

(A) ( ) ( )S x f x                   (B) 
0, (2 1)

( ) , 0, 1, 2,
, (2 1)

x k
S x k

x x k





 
   

 
 

(C) ( )S x x                      (D) 
0, (2 1)

( ) , 0, 1, 2,
( ), (2 1)

x k
S x k

f x x k





 
   

 
 

三. (10 分) 设函数 )(xf 有连续导数，且 3)1( f ，求极限
0

d
lim (cos )

dx
f x

x

 
 
 

.  

解. 因 
d 1

(cos ) (cos )( sin )
d 2

f x f x x
x x

  , 所以 

0 0

d sin 1 3
lim (cos ) lim (cos ) (1)

d 2 22x x

x
f x f x f

x x
  

    
                  

. 

四、(16分，每小题8分)求解下列各题 

1. 求

1

10

1 1
lim arctan

1

x

x
x

e

x
e







． 
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2. 设








01

12

yte

tx
y

确定 ( )y y x , 求

0

2

2

d

d

t
x

y
 

解.  1. 因

1

0
lim x

x
e


  , 

1

0
lim 0x

x
e


 , 故 

1 1

1 1
0 0 0

1 1 1 1
lim arctan lim lim arctan ,

2
1 1

x x

x x x
x x

e e

x x
e e


  



  

 
 

 

 

1 1

1 1
0 0 0

1 1 1 1
lim arctan lim lim arctan ,

2
1 1

x x

x x x
x x

e e

x x
e e


    

 
 

 

  因此, 

1

10

1 1
lim arctan

2
1

x

x
x

e

x
e










 

2. 由  1
2

1
 xt 得   0221  yex y

 

上式对 x求导得    021  yyexe yy
                                （1） 

再对 x求导得         02112
2

 yyexyexye yyy
                （2） 

0t 时得 1,1  yx ，代入（1）式得 
1

0 2

1 


 ey

t
。代入（2）式得

2
2

2

0

d 1

d 2
t

y
e

x





 . 

五．(16分，每小题8分)求解下列各题： 

1. 在闭区间 ]1,0[ 上给定函数
2xy  ，点 t 在什么位置时，

面积 1S 和 2S 之和分别具有最大值和最小值？  

2、
0

1 sin 2 d
N

x x


  

解 1. 
 

2 2 3

1
 0

2
( )d

3

t

S t x x t   ，

 1
2 2 2 3

2
 

1 2
( )d

3 3t
S x t x t t     ， 

令 1 2( ) 0tS S   ，即 24 2 0t t  ，解得
1 2

1
0,

2
t t  . 又

3

1
)0()0( 21  SS ， 1 2

1 1 1

2 2 4
S S
   

    
   

，
3

2
)1()1( 21  SS ， 故 当 1t 时 ，

3

2
)m a x ( 21  SS ；当

2

1
t 时，

4

1
)min( 21  SS . 

    2. 
0 0

1 sin 2 d sin cos d
N

x x N x x x
 

     

4

0
4

[ (cos sin )d (sin cos )d ] 2 2N x x x x x x N




       

1 t 0 x 

S2 

S1 

y 
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六. (10 分) 设
3( ) sinf x x x , 求

(10) (0)f . 

解：因为 )
!7!5!3

()(
753

3 
xxx

xxxf , 又
n

n

n

x
n

f
xf 






0

)(

!

)0(
)( ,  

比较得
!7

1

!10

)0()10(


f

, 即 (10) 1
(0) 10! 720

7!
f

 
    

 
. 

七、(10 分) 求幂级数









1

1

)4(
)1(

n

n
n

x
n

的收敛域及和函数 )(xS . 

解.  

1

1
lim lim 1n

n n
n

a n
R

a n 



   ，所以， 141  x ， 53  x .当 3x 时，

级数成为
1

1

n n





 
 
 

 ，由调和级数知发散；当 5x 时，级数成为






1

)1(

n

n

n
，由交错级数的

Leibniz 判别法知此级数是收敛的. 所以收敛区间为 ]5,3( .设 










1

1

)4(
)1(

)(
n

n
n

x
n

xS ，

则
3

1

)4(1

1
)4()1()(

1

11





 







xx
xxS

n

nn
，所以, 和函数为 

)53(      ),3ln()(  xxxS . 

八、(8 分)设 ( )f x 在[0,1]上可微，且满足

1

2

0
(1) 2 ( )df xf x x  ，试证在[0,1]内至少有一点

，使
( )

( )
f

f





   . 

    证. 由积分中值定理，存在
1

0,
2


 

 
 

，有 

1

2

0

1
(1) 2 ( )d 2  ( )  ( )

2
f xf x x f f         

令 ( ) ( )F x xf x ，则 )(xF 在[ ,1] 上连续，且有 (1) (1)  ( ) ( )F f f F     ，由 Rolle 定

理，存在 [ ,1]  使 ( ) ( )  ( ) 0F f f       ，从而
( )

( )
f

f





   . 

高等数学(上)综合自测题(二) 

 

一、填空题（每小 3分，共 15分） 

1.设 sin cos 1
2

x
f x
 

  
 

，则 cos
2

x
f
 

 
 

1 cos x  
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2. 设 )3sin()cos1()( 21 xxxxf x  
，则  )0(f 6  

3.设  f x 在  0, 内可导, 且当 0x  时,有
3( )d ( 1) ,xf x x x e C    则 )1(f 1e  

4.设

, 0

( ) 0, 0

1,0

x x

f x x

x

 



   


 
  

  的以 2 为周期的 Fourier 级数的和函数为 )(xS ，则 )(xS 在

 ,  上的表达式为

,   0,

1,          0 ,

1( ) ,   0,
2

1
,   .

2

x x

x

S x x

x

 







   


 

   



 


 

5.设函数 )(xF 是
x

xln
的一个原函数，则 2d ( )

x

F e  d
4

x
x   

二、选择题（每小题 3分，共 15 分） 

1.若
)1(

)(





xx

ae
xf

x

， 0x 为无穷间断点， 1x 为可去间断点，则 a （  C  ）. 

（A）1;          （B）0;           （C）e ;          （D）e
-1

 

2.设  f x 在 0x  的某个邻域内连续，且 0)0( f ， 1

2
sin2

)(
lim

20


 x

xf

x
，则在点 0x 处 

)(xf （ D ） 

（A）不可导    （B）可导，且 0)0( f     （C）取得极大值    （D）取得极小值 

3.若 ))(()(  xxfxf ，在  , 0 内 ( ) 0, ( ) 0f x f x   内 , 则在 (0, )

（  C  ） 

（A） 0)(,0)(  xfxf     （B） 0)(,0)(  xfxf  

（C） 0)(,0)(  xfxf     （D） 0)(,0)(  xfxf  

4.设  f x 在 ,a b 上二阶可导，且 .0)(,0)(,0)(  xfxfxf 记 


b

a
dxxfS

 

 
1 )(    ))((2 abbfS  ， )(

2

)()(
3 ab

bfaf
S 


 ，则有（  B  ）. 

（A） 321 SSS    （B） 132 SSS    （C） 213 SSS    （D） 231 SSS   
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5.设幂级数


1n

n

n xa 与


1n

n

n xb 的收敛半经分别为
3

1

3

5
与 ，则幂级数



1
2

2

n

n

n

n x
b

a
的收敛半经

为（ A   ） 

（A）5      （B）
3

5
      （C）

3

1
      （D）

5

1
 

三、解答下列各题（每小题 6分，共 30分）： 

1. 求曲线













ty

tx

arctan
2

)1ln( 2

 的与直线 02  yx 平行的切线方程. 

解. 因为
d 1

d 2

y

x t
  , 直线的斜率为

2

1
k ,由条件有

2

1

2

1


t
,故 1t .从而切点为

ln 2,
4

P
 

 
 

,于是所求切线方程为 )2ln(
2

1

4
 xy


,即 02ln242  yx . 

2. 求曲线 )
2

1
0()1ln( 2  xxy 的弧长. 

解. 因为
2

2
2

2 1

1
1,

1

2

x

x
y

x

x
y









 ,  

所以

1 1 2
  

22 2
2 0  0

1 1
1 d d ln3

1 2

x
s y x x

x


     

  . 

3. 设 )(xf 具有二阶导数，
2 2

( ) lim ( ) ( ) sin
t

x
F x t f x f x

t t

 
   

 
.求  dF x  

解.  令
t

h
1

 ，则 )(2
 sin)()2(

lim)(
0

xfx
h

hx

h

xfhxf
xF

t






. 

从而 )(2)(2)( xfxxfxF  ，d ( ) ( ) 2[ ( ) ( )]dF x F x dx f x xf x x     . 

4.  xy  表示不超过 x的最大整数，计算   
 10

 2
dx x x


 . 

解.  xxxf )( 是周期为 1 的可积函数, 根据周期函数定积分的性质, 有 

     
 10  1  1

 2  0  0
d 12 d 12 d 6x x x x x x x x


       . 

5.将函数 xx
x

x
xf 




 arctan

2

1

1

1
ln

4

1
)( 展开成 x的幂级数. 

解. )11(    ,1
1

1
1

1

1

2

1
)

1

1

1

1
(

4

1
)(

1

4

42












 





xx
xxxx

xf
n

n
， 
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且 0)0( f .积分得 

  
4 4 1

 0  0
1 1

1
( ) ( )d d ,     ( 1 1)

4 1

x x
n n

n n

f x f t t t t x x
n

 


 

 
      

 
   . 

四. ( 8 分）设  f x 在 0,2a 上连续，且 (0) (2 )f f a , 试证在 0, a 上至少存在一点，

使 )()( aff   . 

证. 作辅助函数 ( ) ( ) ( ), [0, ]F x f x a f x x a    , 则  F x 在 0, a 上连续, 

).()2()(),0()()0( afafaFfafF 且 依题意 ),2()0( aff  则 

).0()()0()( FaffaF   

若    0f f a , 则    0 0F F a  , 取 0  或a , 得结论成立; 

若 (0) ( )f f a , 则 (0) ( ) 0F F a  , 由闭区间上连续函数的零点定理知, 至少存在一点 

(0, )a  使 ( ) 0F   , 即 ( ) ( ).f f a    

五（8分）试确定常数 ba, 的值，使











0    ,5sin

,0              ,3
)(

2

xxxa

xbxe
xf

x

在 0x 处可导. 

解.  先讨论  f x 在 0x  处的连续性,  

.)5sin(lim)00(),3)3(lim)00(
0

2

0
axxafbxef

x

x

x


 
 因  f x 在 0x 

处可导必连续, 则 (0 0) (0 0) (0)f f f    , 从而得 3a  , 即 9a  . 

    再讨论  f x 在 0x  处的可导性. 

,6
)1(3

lim
3

lim
0

)0()(
lim)0(

2

0

2

00
bb

x

e

x

abxe

x

fxf
f

x

x

x

xx













 
  

0 0

0

sin 5 sin 5
(0) lim lim( )

1 1
        lim 5 5,

2

x x

x

a x x a a x a x
f

x x x

a x a a

 




 



    
   

   
 

 

由 (0) (0)f f 
  得

1
6 5

2
b

a
   , 则

5

6
b   . 因此当

5
9,

6
a b   时,  f x 在 0x 

处可导. 
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六（8 分）设  f x 在 , (0 )a b a b  上连续, 在 ( , )a b 内可导，证明在 ),( ba 内存在  , 使

得 )()(
2




 f
ab

f  . 

证. 对  f x 和
1

( )g x
x

 在 ,a b 上应用 Cauchy 中值定理, 存在 ( , )a b 使 

),(
1

)(

11

)()( 2

2






f

f

ab

afbf










即 .

)()()( 2

ab

f

ab

afbf  





由 Lagrange 中值定理知,存

在 使得),,( ba ),(
)()(

f
ab

afbf





 于是

2 ( )
( )

f
f

ab

 



  . 

七（8 分）设曲线










btty

atx

2

3

 ( 0, 0)a b  在 1t  时切线斜率为
3

1
，问 ba, 为何值时，曲

线与 x轴所围部分面积最大？ 

解 . 因
2

1

d 2 d 2
,

d 3 d 3t

y t b y b

x at x a

 
  .依题意 , 曲线在 1t 时切线斜率为

3

1
, 则

3

1

3

2




a

b
, 即 2ba . 又曲线与 x轴两交点坐标分别对应 0t 和 bt  , 则所求面积 

 
2 2 5

 0

3
( )3 d

20

b

S t bt at t ab   . 

从而 0,)2(
20

3
)( 5  bbbbS . 

令 0)610(
20

3
)( 4  bbbS , 得

3

5
b . 

当
3

5
0  b 时, 0)(  bS , 而当

3

5
b 时, 0)(  bS . 

所以
3

5
b 是 )(bS 的惟一极大值点, 也是最大值点, 因此当

3

5
,

3

1
 ba 时, 曲线与 x 轴所

围成的面积最大. 

八、（8分）设
 

 0
sin d    ( 1,2, )

n

na x x x n


  ，试求级数


1 3n
n

na
的和. 

解.令 tnx   , 则
   

 0  0  0
( ) sin d sin d sin d

n n n

na n t t t n t t t t t
  

       ,  

从而
  

2

 0  0
sin d sin d ,( 1,2, )

2 2

n

n

n n
a t t n t t n n

  
      , 

于是 









1

2

1 33 n
n

n
n

n na
 . 
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考虑幂级数 1),(
1

2 




xxSxn
n

n  

已知 1,
1

1

1









x
x

x
n

n , 求导得
2

1

1

)1(

1

x
nx

n

n









, 推出

2
1 )1( x

x
nx

n

n








. 

再求导得
3

1

12

)1(

1

x

x
xn

n

n











,于是 1   ,

)1(

)1(
3

1

2 









x
x

xx
xn

n

n
. 

令
3

1
x 得

2

3

31

2




n
n

n
. 故所求级数之和为

2

3
. 

 

 

 


