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练习7.1
（7.1.1  重积分的概念与性质）
（练习7.1印刷稿二大题第3小题（A）选项印错，改为（A）
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）

一、填空题:
1．设
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2.设
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利用二重积分的对称性，因为D关于y轴对称，被积函数关于x 是奇函数，可知
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3. 设
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二、单项选择题  

	1. 如图,正方形[image: image11.wmf](

)

{

}

,1,1

xyxy

££

被其对角线划分为四个区域[image: image12.wmf](

)

1,2,3,4

k

Dk

=

,[image: image13.wmf]cos

k

k

D

Iyxdxdy

=

òò

,则[image: image14.wmf]{

}

14

max

k

k

I

££

=


（ A ）
(A)[image: image15.wmf]1

I



              (B)[image: image16.wmf]2

I


(C)[image: image17.wmf]3

I



              (D)[image: image18.wmf]4

I



	[image: image19.png]






2. 设
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3. 设
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三、计算题

1. 利用二重积分的几何意义和对称性，确定下列积分的值

（1）
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解：
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2. 利用二重积分的性质，估计下列各二重积分的值

1. 
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解：1.在D上， 函数
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练习7.2

(7.1.2  二重积分计算（1）---直角坐标系下 ) 
一、填空题  

1. 
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解：
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  (利用对称性)
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2．交换二次积分的积分次序:[image: image50.wmf]ò
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3. 更换积分次序计算二次积分
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解：
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二、单项选择题   
1. 
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三、计算以下各题

1.  
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解：
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2. 计算
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解：
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3. 求由平面
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解：
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练习7.3

（7.1.2  二重积分计算（2）------极坐标系下）
（印刷稿二大题第1、2小题重复，删掉第二大题第1题）

一、填空题 

1. 
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2. 
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解：
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3. 化二次积分为极坐标形式，
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二、单项选择题

1．将极坐标系下的累次积分
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【详解】记
[image: image88.wmf]1

4

00

(cos,sin)(,)

D

dfrrrdrfxydxdy

p

qqq

=

òòòò

，则区域
[image: image89.wmf]D

的极坐标表示是：
[image: image90.wmf]01

r

££

 ，
[image: image91.wmf]0

4

p

q

££

. 题目考察极坐标和直角坐标的互化问题，画出积分区间，结合图形可以看出，直角坐标的积分范围(注意 
[image: image92.wmf]yx

=

 与 
[image: image93.wmf]22

1

xy

+=

 在第一象限的交点是
[image: image94.wmf]22

22

（

，

）

)，于是      
[image: image95.wmf]2

2

:0,1

2

Dyyxy

££££-


所以，原式
[image: image96.wmf]2

2

1

2

0

(,)

y

y

dyfxydx

-

=

òò

. 因此选 
[image: image97.wmf]()

C


2. （B）

【详解】积分区域如图所示，化成极坐标方程：
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也就是D：
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三、计算下列各题：
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解：利用对称性，得
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2．设
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解：
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练习7.4

（7.1.3  三重积分的计算---（1）直角坐标系下）
（印刷稿二大题第2小题（A）选项印错，改为（A）
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一、填空题：

1.  设
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2. 设
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【详解】注意在积分区域内，三个变量
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3. 设
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【解析】方法一：
[image: image123.wmf]21

2222

000

sincos

zdxdydzddd

pp

qjrjrjr

=

òòòòòò



[image: image124.wmf](

)

21

24

000

coscos

ddd

pp

qjjrr

=-

òòò



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image125.wmf]3

0

cos14

2

3515

d

p

j

pjp

=×-×=

ò


方法二：由轮换对称性可知
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二、选择题：

1. 设
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解：
[image: image137.wmf](

)

222

11

||||2

00

:1

d2d2ddd21d2

up

z

zzzz

Dxyz

evevezxyzez

pp

WW

+£-

===-=

òòòòòòòòòò

，选（B）
2. 设是连续函数，且
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解：积分区域
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3. 记
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的第一卦限部分，则下列四式中正确的是（ B  ）.

（A）
[image: image154.wmf](
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 ;      （B）
[image: image155.wmf](
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（C）
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[image: image157.wmf]1
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解：

三、计算题

1. 设
[image: image158.wmf]W

是由
[image: image159.wmf]2
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和
[image: image160.wmf]h
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所围成的空间闭区域（
[image: image161.wmf]0
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），计算
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解：采用“先二后一法”计算，得
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2. 
[image: image164.wmf]22
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,(是由曲面
[image: image165.wmf]22

zxy
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及平面
[image: image166.wmf]1,2
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所围成的闭区域。
解：  
[image: image167.wmf]2
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3. 计算
[image: image168.wmf]22
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，其中
[image: image169.wmf]W

为平面曲线
[image: image170.wmf]î
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绕
[image: image171.wmf]z

轴旋转一周形成的曲面与平面
[image: image172.wmf]8

=

z

所围成的区域.
解：平面曲线
[image: image173.wmf]î
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绕
[image: image174.wmf]z

轴旋转一周形成的曲面为
[image: image175.wmf]22
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采用 “先二后一法”，
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练习7.5

(7.1.3 三重积分的计算---（2）柱面坐标和球面坐标系下)  
一、填空题 

1．设
[image: image178.wmf]òòò
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，中
[image: image179.wmf]W

是由
[image: image180.wmf]222
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和
[image: image181.wmf])
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所围成的区域，用三种坐标系化其为累次积分， 则
直角坐标下
[image: image182.wmf]=
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[image: image183.wmf]222
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柱面坐标下
[image: image184.wmf]=
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[image: image185.wmf]2
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，

球面坐标下
[image: image186.wmf]=
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[image: image187.wmf]22
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2．设
[image: image188.wmf])
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连续，则
[image: image189.wmf]2
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的柱坐标形式为
[image: image190.wmf]=
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[image: image191.wmf]211

00

(cos,sin,)

r

drdrfrrzdz

p

qqq

òòò

，

球坐标形式为：
[image: image192.wmf]=
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3. 
[image: image194.wmf]2222
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解：
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 EMBED Equation.3  [image: image198.wmf]4
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二、选择题 

1.  计算
[image: image199.wmf]d
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，
[image: image200.wmf]W

为
[image: image201.wmf]22

zxy

=+

和
[image: image202.wmf]1
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围成的立体，则正确的解法为（ B  ）.

（A）
[image: image203.wmf]211
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       （B）
[image: image204.wmf]2
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（C）
[image: image205.wmf]211
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        （D）
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2. 
[image: image207.wmf](
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[image: image208.wmf]22
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（A）
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（C）
[image: image211.wmf]21
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[image: image212.wmf]21
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3. 
[image: image213.wmf]2
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，则
[image: image214.wmf]2
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（A）
[image: image215.wmf]5
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        （B）
[image: image216.wmf]5
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解: 
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 选B
三、计算题

1、求
[image: image220.wmf]d

Ixyzv
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òòò

，其中
[image: image221.wmf]W

是由
[image: image222.wmf]2
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和三坐标面在第一象限内所围成的空间闭区域。

2、计算
[image: image223.wmf]()ddd,

xyzxyz

W

++W
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是由曲面
[image: image224.wmf]2
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与平面
[image: image225.wmf]1
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围成的闭区域.

（提示：先结合三重积分的对称性，再简化计算）

三、1、解： 采用球坐标，
[image: image226.wmf]01,
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[image: image227.wmf]1
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2、解：利用三重积分的对称性知，
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练习7.6

（7.1.4  重积分的换元法）  
一、填空题

1．设
[image: image230.wmf])

,

(

y

x

f

在
[image: image231.wmf]xoy

平面上的闭区域
[image: image232.wmf]D

上连续，变换
[image: image233.wmf]î

í

ì

=

=

)

,

(

)

,

(

:

v

u

y

y

v

u

x

x

T

将
[image: image234.wmf]xoy

平面上的闭区域
[image: image235.wmf]D

变换成
[image: image236.wmf]uov

平面上的闭区域
[image: image237.wmf]D
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其中
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2．设
[image: image240.wmf])
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在空间区域
[image: image241.wmf]W

上连续，变换
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将
[image: image243.wmf]oxyz

空间的区域
[image: image244.wmf]W

变换成
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其中
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二、计算题

1．
[image: image249.wmf]22
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，其中
[image: image250.wmf]D

是由曲线
[image: image251.wmf]2
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和直线
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[image: image253.wmf]22
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3. 求
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由
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详细解答：一、1. 解：
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二、

1. 解：该积分利用直角坐标或极坐标比较麻烦，根据积分区域，作变换

[image: image871.jpg]



[image: image259.wmf].

,

v

x

y

u

xy

=

=

î

í

ì

   即 
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解：作广义极坐标变换  [image: image266.wmf]cos
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，[image: image267.wmf]1

sin

2

yr

q

=

 （[image: image268.wmf]02

qp

££

）

则D变换成[image: image269.wmf]D

¢

：[image: image270.wmf]2

1

r

£


[image: image271.wmf]cossin

(,)1

11

(,)2

sincos

22

r

xy

Jr

r

r

qq

q

qq

-

¶

===

¶


∴   [image: image272.wmf]222222

11

()dd(cossin)dd

42

DD

xyxyrrrr

qqq

¢

+=+

òòòò


[image: image273.wmf]ò

ò

=

+

=

p

p

q

q

2

0

1

0

3

2

32

5

dr

r

)

cos

4

3

4

1

(

d

2

1

。
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练习7.7

（7.1.5  重积分的应用 ）
一、填空题

1. 由曲线
[image: image280.wmf](1cos)

r

q

=+

与
[image: image281.wmf]1

r
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所围成的区域的面积         
2. 由曲面
[image: image282.wmf]22
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与
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所围成的区域的体积         
3. 写出曲面
[image: image284.wmf]22
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包含在圆柱
[image: image285.wmf]x
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内部的面积的计算式（不写计算结果）                 
二、计算题

1. 求曲面
[image: image286.wmf]2
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与平面
[image: image287.wmf]0
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所围成的立体体积.

2. 由曲面
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与曲面
[image: image289.wmf]5
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详细解答: 

一、

1. 
[image: image290.emf]
[image: image291.emf]
这里
[image: image292.wmf]1
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，所以
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2. 解：两面交线的柱坐标方程
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，即
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故立体在xoy面上的投影区域为
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故 
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3. 
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二、1.解：利用所围立体对称性，   
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2. 曲面
[image: image307.wmf](
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与曲面
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围成的曲面表面积由两部分构成，

曲面
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被曲面
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曲面
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（1） 曲面
[image: image315.wmf]22
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（3） 
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所以，曲面
[image: image319.wmf](
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与曲面
[image: image320.wmf]5
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围成的曲面表面积为
[image: image321.wmf](

)

2294

p

+

。
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（7.2.1  第一类曲线积分） 
一、 填空题 

1. 设曲线L为圆周
[image: image322.wmf]22

yax

=-

，则
[image: image323.wmf]223

()d

L

xys

+

ò

Ñ

=__________.

解：  “一代”即可得计算结果，原式=
[image: image324.wmf]6

L

ads

ò

Ñ

 
[image: image325.wmf]7

a

p
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2. 设L是圆柱螺线
[image: image326.wmf])
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x

的一段弧，则曲线积分

[image: image327.wmf]222

()d

L

xyzs

++

ò

化为定积分的形式为____________.

解：原式=
[image: image328.wmf]dt

R

t

R

t

R

t

R

t

R

t

R

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

0

2

)

(cos

)

(sin

)

)

(sin

)

(cos

(

+

+

+

+

ò

p


          =
[image: image329.wmf]2
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3. 已知曲线
[image: image330.wmf](

)

2

:02

Lyxx

=££

，则
[image: image331.wmf]L

xds

=

ò

             。

【答案】
[image: image332.wmf]13

6

【解析】由题意可知，
[image: image333.wmf]2

,,02

xxyxx

==££

，则


[image: image334.wmf](
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所以
[image: image335.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image336.wmf](
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二、选择题 
1. 设
[image: image337.wmf]L

为直线
[image: image338.wmf]22

xy

+=

介于点
[image: image339.wmf](0,2)

到点
[image: image340.wmf](1,0)

的一段，则
[image: image341.wmf]2d

L

xys

+=

ò

( C ) 


[image: image342.wmf]()

A

 
[image: image343.wmf]5

     
[image: image344.wmf]()

B

 
[image: image345.wmf]25;

       
[image: image346.wmf]()

C

 
[image: image347.wmf]10;

        
[image: image348.wmf]()

D

 
[image: image349.wmf]2


2. 设
[image: image350.wmf]L

为
[image: image351.wmf]0

,05

yyx

=££

，则
[image: image352.wmf]4d

L
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ò

（ D）

（A）
[image: image353.wmf]0

4

y

        （B）
[image: image354.wmf]0

20

y

         （C）5   （D）20

3. 设曲线
[image: image355.wmf]2

:,1

Lyxx

=£

，则在
[image: image356.wmf](,)d

L

fxys

ò

中，被积函数
[image: image357.wmf](,)

fxy

取（B ）时，该积分值等于零.

（A）
[image: image358.wmf]22

xy

+

；       （B）
[image: image359.wmf]x

  ；      （C）
[image: image360.wmf]y

  ；        （D）
[image: image361.wmf]xy

+

.

三、计算下列曲线积分

1. 设L是圆周
[image: image362.wmf]22

2

xyy

+=

，计算
[image: image363.wmf]L

d.

ys

ò


解：“一代二换三定限，下限一定小于上限” ，关键先写曲线的方程

L的极坐标方程为
[image: image364.wmf]2sin

r

q

=

，
[image: image365.wmf]0
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££

，
[image: image366.wmf]q

q

d
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r

r
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，则


[image: image367.wmf]2
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[image: image368.wmf]0
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ydsd
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2.  计算
[image: image369.wmf]d

L

xyzs

ò

，其中
[image: image370.wmf]L

是曲线
[image: image371.wmf]2
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 EMBED Equation.3  [image: image372.wmf])
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的一段.

解  
[image: image373.wmf]ò

L

xyzds

＝
[image: image374.wmf]11
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           ＝
[image: image375.wmf]42

429

.

3. 求
[image: image376.wmf]44

33

()d

L

xys

+

ò

Ñ

，其中L为星形线
[image: image377.wmf]222

333

xya

+=

.

解：由对称性可以看出
[image: image378.wmf]44
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L

xyds
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=4
[image: image379.wmf]44

33

1
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L

xyds

+

ò

Ñ

，其中
[image: image380.wmf]1

L

是曲线L在第一象限中的部分，又星形线的参数方程为
[image: image381.wmf])
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，由此可算出


[image: image382.wmf]3cossin
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，因而


[image: image383.wmf]44
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[image: image384.wmf]dS
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[image: image385.wmf]4
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[image: image386.wmf]3
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（7.2.2  第二类曲线积分）
一、 填空题：

1. 设平面曲线L为抛物线
[image: image387.wmf]2

x

y

=

上从点（0，0）到点（2，4）的一段弧，则
[image: image388.wmf]22

()d

L

xyx

-=

ò

_____________.

解：L由直角坐标方程
[image: image389.wmf]2

x

y

=

给出，
[image: image390.wmf],
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x

利用公式，得
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2. 设
[image: image393.wmf]L

是抛物线
[image: image394.wmf]2

xy

=

上从点（
[image: image395.wmf]2

-

，
[image: image396.wmf]1

-

）到（2，1）的一段，则
[image: image397.wmf]22

()d        

L

xyx

-=

ò


解：L由直角坐标方程
[image: image398.wmf]2
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=

给出，
[image: image399.wmf]1
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，利用公式，得


[image: image400.wmf]1
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3.设
[image: image401.wmf]L

为圆周
[image: image402.wmf]222

xyR
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在第一象限内从
[image: image403.wmf](
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R

到
[image: image404.wmf](
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R

的一段弧，计算
[image: image405.wmf]dd

L
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        ．

解：
[image: image406.wmf]L

为
[image: image407.wmf]t
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，
[image: image408.wmf]t

从
[image: image409.wmf]2
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到
[image: image410.wmf]0
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[image: image412.wmf]2
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二、选择题

1. 设
[image: image413.wmf]L

为逆时针取向的圆周
[image: image414.wmf])
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， 
[image: image415.wmf]22

L

ydxxdy
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（ D  ）.
(A) 
[image: image416.wmf]2

p

；   (B)   0  ；(C) 
[image: image417.wmf]p

 ；      (D) 
[image: image418.wmf]2
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2. 设曲线
[image: image420.wmf]:(,)1   ((,)

Lfxyfxy

=

具有一阶连续偏导数)，过第II象限内的点M和第IV象限内的点N，T为L上从点M到点N的一段弧，则下列小于零的是（   ）

(A) 
[image: image421.wmf](,)

L

fxydx

ò

.        (B) 
[image: image422.wmf](,)

L

fxydy

ò

.  

(C) 
[image: image423.wmf](,)

L

fxyds

ò

.        (D) 
[image: image424.wmf](,)(,)
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T

fxydxfxydy
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+

ò

.　          
详解 2.[  B  ]

【分析】 直接计算出四个积分的值，从而可确定正确选项。

【详解】 设M 、N点的坐标分别为
[image: image425.wmf]11221212

(,),(,),,

MxyNxyxxyy

<>

. 先将曲线方程代入积分表达式，再计算有：

    
[image: image426.wmf]21
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fxydxdxxx
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òò

; 
[image: image427.wmf]21
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fxydydyyy
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[image: image428.wmf](,)0
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; 
[image: image429.wmf](,)(,)(,)0
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fxydxfxydydfxy
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.

故正确选项为(B).

3. 设
[image: image430.wmf]22
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Lxy
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，
[image: image431.wmf]22
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，
[image: image432.wmf]22
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，
[image: image433.wmf]22
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为四条逆
时针方向的平面曲线，记
[image: image434.wmf]33
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，则
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A. 
[image: image436.wmf]1
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         B. 
[image: image437.wmf]2
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          C. 
[image: image438.wmf]3
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             D 
[image: image439.wmf]4
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解答：B 
三、1. 已知曲线L的方程为
[image: image440.wmf]22
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，起点为
[image: image441.wmf]020
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，终点为
[image: image442.wmf]020
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，计算曲线积分
[image: image443.wmf]2222
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．
1.【详解】曲线L的参数方程为
[image: image444.wmf]2
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[image: image446.wmf]2
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[image: image450.wmf]2
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2. 设
[image: image451.wmf]G

为曲线
[image: image452.wmf]23
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xtytzt
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上相应于
[image: image453.wmf]t

从0变到1的曲线弧，把对坐标的曲线积分
[image: image454.wmf]ddd
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化成对弧长的曲线积分.

解: 由于
[image: image455.wmf])
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     故
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[image: image457.wmf]2
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，
[image: image458.wmf]2
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（7.2.3  Green公式及应用  ）
一、填空题:

1．已知曲线[image: image461.wmf]L

的方程为[image: image462.wmf]1{[1,1]},

yxx

=-Î-

起点是[image: image463.wmf](1,0),

-

终点是[image: image464.wmf](1,0),

则曲线积分[image: image465.wmf]2
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2． 设
[image: image467.wmf]L

为上半圆
[image: image468.wmf]ax
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解：
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3. 星形线
[image: image471.wmf]t
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[image: image472.wmf])
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所围成区域的面积为         .

解  
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二、选择题

1、
[image: image475.wmf]L

为圆周
[image: image476.wmf]2
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x

，
[image: image477.wmf]L

的方向为逆时针方向，则
[image: image478.wmf]22
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[image: image479.wmf]p
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[image: image481.wmf]2
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解 
[image: image482.wmf])

(

2

2

2

y

x

y

P

+

=

，
[image: image483.wmf])

(

2

2

2

y

x

x

Q

+

-

=

，

当
[image: image484.wmf]0

2

2

¹

+

y

x

时，    
[image: image485.wmf]y

P

y

x

y

x

x

Q

¶

¶

=

+

-

=

¶

¶

)

(

2

2

2

2

2



[image: image486.wmf]L

所围区域为
[image: image487.wmf]D

，由于
[image: image488.wmf]D
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，故不能直接用格林公式.选适当小的
[image: image489.wmf]0
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，作位于
[image: image490.wmf]D

内的小圆周
[image: image491.wmf]2
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, 取顺时针方向.记
[image: image492.wmf]L

与
[image: image493.wmf]l

所围区域为
[image: image494.wmf]1

D

，在
[image: image495.wmf]1
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上应用格林公式，得
[image: image496.wmf]22
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[image: image497.wmf]ò
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，选（C）

2.设
[image: image500.wmf]L

：沿圆
[image: image501.wmf]222
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顺时针方向绕一周，则用格林公式计算
[image: image502.wmf]22
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[image: image503.wmf]2
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          (B) 
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3. 下列曲线积分中与路径无关的是（B
）.

（A）
[image: image507.wmf]ò
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（B）
[image: image508.wmf])
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（D）
[image: image510.wmf]2
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，其中
[image: image511.wmf])
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连续可导

三、计算题

1. 设C为闭曲线
[image: image512.wmf]2
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，取逆时针方向，计算
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    解：
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[image: image517.wmf]公式
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2. 计算曲线积分
[image: image519.wmf](
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，其中
[image: image520.wmf]L

是曲线
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上从点
[image: image522.wmf](
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到点
[image: image523.wmf](
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的一段.
【详解】
方法一：（直接取
[image: image524.wmf]x

为参数将对坐标的曲线积分化成定积分计算）
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方法二：（添加
[image: image526.wmf]x

轴上的直线段用格林公式化成二重积分计算）

        取
[image: image527.wmf]1

L

为
[image: image528.wmf]x

轴上从点
[image: image529.wmf](,0)

p

到点
[image: image530.wmf](0,0)

的一段，
[image: image531.wmf]D

是由
[image: image532.wmf]L

与
[image: image533.wmf]1
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围成的区域
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方法三：（将其拆成
[image: image535.wmf]2

sin222

LL

xdxydyxydy
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，前者与路径无关，选择沿
[image: image536.wmf]x

轴上的直线段积分，后者化成定积分计算）
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        对于
[image: image538.wmf]1
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，因为
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到
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        所以，原式
[image: image544.wmf]2
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3. 设在上半平面
[image: image545.wmf](
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证明: 对
[image: image549.wmf]D

内的任意分段光滑的有向简单闭曲线
[image: image550.wmf]L
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【详解】
方法1：把
[image: image552.wmf]2
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求导，得：
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，所以由格林公式知结论成立.
方法2： 
[image: image561.wmf]D

是单连通区域，对于
[image: image562.wmf]D

内的任意分段光滑简单闭曲线
[image: image563.wmf]L

，
[image: image564.wmf]G

为
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内的一曲线

[image: image566.wmf](,)(,)0

L

yfxydxxfxydy

-=

ò

Ñ



[image: image567.wmf](,)(,)

yfxydxxfxydy

G

Û-

ò

在
[image: image568.wmf]D
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同方法1，由
[image: image575.wmf]2
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  可证得上式.
因此结论成立.
练习7.11

（7.2.4  第一类曲面积分）

一、填空题：

1. 
[image: image576.wmf]å

为球面
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解 ：曲面
[image: image579.wmf]S
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2. 设
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【详解】本题涉及到的主要知识点：

曲面积分公式：
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在本题中，投影到
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[image: image591.wmf]xy

平面上的投影区域为


[image: image592.wmf]{

}

(,)01,01

xy

Dxyxyx

=££££-


由
[image: image593.wmf]S

的方程
[image: image594.wmf]1

zxy

=--



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image595.wmf]1

z

x

¶

Þ=-

¶

，
[image: image596.wmf]1

z

y

¶

=-

¶


现将曲面积分化为二重积分，然后求出积分值.
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3. 设
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[image: image613.wmf]dxdy

y

x

xy

D

òò

+

+

=

)

(

)

2

1

(

2

2
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二、选择题：

1. 设
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为
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在
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解：选（D）
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2. 设
[image: image627.wmf]S

为球面
[image: image628.wmf]2222
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解：选（B）。
[image: image634.wmf]22224
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3. 设
[image: image635.wmf]S

为平面
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[image: image641.wmf](

)

3

1

2

xyzdSdS

SS

++==

òòòò


三、计算题

1. 设曲面
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【详解】 由于曲面
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2. 设[image: image656.wmf]P

为椭球面[image: image657.wmf]222
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上的动点,若[image: image658.wmf]S

在点[image: image659.wmf]P

的切平面与[image: image660.wmf]xoy

面垂直,求[image: image661.wmf]P

点的轨迹[image: image662.wmf],
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并计算曲面积分[image: image663.wmf]22
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其中[image: image664.wmf]S

是椭球面[image: image665.wmf]S

位于曲线[image: image666.wmf]C

上方的部分.
[image: image667.png]4PN (x,,2), (182 +)7 +2° —yz—1=04FS 14 PRIl
(I o n ={2x,2y 2,2z~ y} o

B S 4

P UMY xOp TR, JILAT y =22, {EEEIPES, FILAP 11

e sl




[image: image668.png]x+ 3)y—2] x++3)(2z-y)
e sy e
¥ Ay 42 —4‘1 s A+ T 4y

5. 10 xOy PTG, WD, :x' +24
3
Xy 2 -y 1= O A xR G

Ty
ds= '*[a dy]!drdv:\4x’+5y’+51178y:dxﬁy:,4+y’+z‘—4‘¢ztxdy
—_ (443 y— zz\ HHJ_}M
¥

[

:ﬁjjwy:ﬁm.x





练习7.12

（7.2.5   第二类曲面积分）
一、填空题

1. 设
[image: image669.wmf]S

为旋转抛物面
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解：
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在
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2. 设
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二、选择题 

1. 积分
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2. 设
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是球面
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解：选（A）
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3. 设
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是平面
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化成第一类曲面积分的形式为（     ）
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解：选（B），

平面
[image: image710.wmf]S

：
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    得：
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三、计算题

1. 设
[image: image715.wmf]S

是锥面
[image: image716.wmf]22
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z

££

)的下侧，计算
[image: image718.wmf]23(1).

xdydzydzdxzdxdy

S

++-

òò


【答案】
[image: image719.wmf]2

p


【详解】补一个曲面
[image: image720.wmf]22

1

:

1

xy

z

ì

+£

S

í

=

î

1

,取上侧，则
[image: image721.wmf]1

S+S

组成的封闭立体
[image: image722.wmf]W

满足高斯公式，
          
[image: image723.wmf]1

()

PQR

dvPdydzQdzdxRdxdyI

xyz

WS+S

¶¶¶

++=++=

¶¶¶

òòòòò

Ò


设 
[image: image724.wmf],2,3(1)

PxQyRz

===-

，则
[image: image725.wmf]1236

PQR

xyz

¶¶¶

++=++=

¶¶¶


∴
[image: image726.wmf]I

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image727.wmf]6

dxdydz

W

òòò

(
[image: image728.wmf]W

为锥面
[image: image729.wmf]S

和平面
[image: image730.wmf]1

S

所围区域)
[image: image731.wmf]6

V

=

(
[image: image732.wmf]V

为上述圆锥体体积)
而 
[image: image733.wmf]1

23(1)0

xdydzydzdxzdxdy

S

++-=

òò

(
[image: image734.wmf]Q

在
[image: image735.wmf]1

S

上：
[image: image736.wmf]1,0

zdz

==

)
注：以下几种解法针对于不同的方法求圆锥体体积
[image: image737.wmf]V


方法1：
[image: image738.wmf]I



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image739.wmf]62

3

p

p

=´=

(高中方法，圆锥的体积公式，这种方法最简便)
方法2：先二重积分，后定积分.
因为
[image: image740.wmf]1

0

VSdz

=

ò

，
[image: image741.wmf]22

rxy

=+

，
[image: image742.wmf]222

rxy

=+

，
[image: image743.wmf]22

rz

=

，
[image: image744.wmf]22

Srz

pp

==

，
所以
[image: image745.wmf]1

1

22

0

0

11

33

Vzdzz

ppp

===

ò

 .从而
[image: image746.wmf]662

3

IV

p

p

==´=


方法3：利用球面坐标. 
[image: image747.wmf]1

z

=

在球坐标下为：
[image: image748.wmf]1

cos

r

q

=

，

[image: image749.wmf]1

2

2

4cos

000

6sin

Iddd

p

p

j

qjrjr

=

òòò



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image750.wmf]2

4

3

00

2sin

cos

dd

p

p

j

qj

j

=

òò



[image: image751.wmf]2

4

3

00

cos

(2)

cos

d

d

p

p

j

q

j

=-

òò



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image752.wmf]4
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ò



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image753.wmf]2

0

2

d

p

qp

==

ò


方法4：利用柱面坐标 . 


[image: image754.wmf]211

00

6

r

Iddrrdz

p

q

=

òòò



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image755.wmf]21

00

6(1)

drrdr

p

q

=-

òò



[image: image756.wmf]1

2

23

0

0

11

6()

23

drr

p

q

=-

ò



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image757.wmf]2

0

2

d

p

qp

==

ò


2. 设
[image: image758.wmf]å

是柱面：
[image: image759.wmf]22

1

xy

+=

被平面
[image: image760.wmf]1

z

=

所截得的第一卦限内的部分的前侧，计算
[image: image761.wmf]xdydz

S

òò


解： 
[image: image762.wmf]å

在yoz面上的投影为：


[image: image763.wmf]:01,01

yz

Dyz

££££



[image: image764.wmf]1

2

2

1

11

22

2

00

(1)

11

(1)31

44

yz

D

xdydzydydz

dzydy

pp

S

\=-

=-=×=

òòòò

òò


其中，
[image: image765.wmf]1

1

2

2

0

1

(1)=

44

ydyS

p

-=

ò

单

位

圆

（利用定积分的几何意义）
.

练习7.13

（7.2.6 Gauss公式 7.2.7 Stokes公式 ）
一、填空题 

1．
[image: image766.wmf]2222222

dddddd,:

Iyyzzxzxxyxyza

å

=++å++=

òò

Ò

外侧，

则
[image: image767.wmf]=

I

                                              .

解：
[image: image768.wmf]222

(000)0

ydydzzdxdzxdxdydxdydz

åW

++=++=

òòòòò

Ò


2．
[image: image769.wmf]dddddd,0,0,0,,,

xyzyxzzxyxyzxayaza

å

++å======

òò

Ò

：

平

面

所围立体表面内侧，则
[image: image770.wmf]=

I

                 .

解：
[image: image771.wmf](111)

xdydzydxdzzdxdydxdydz

åW

++=-++

òòòòò

Ò



[image: image772.wmf]3

000

33

aaa

dxdydza

=-=-

òòò


二、选择题

1. 取定闭曲面
[image: image773.wmf]S

的外侧，如果
[image: image774.wmf]S

所围成的立体的体积是V，那么曲面积分等于V的是（B）

(A)  
[image: image775.wmf]dddddd

xyzyzxzxy

S

++

òò

Ò

   

(B)  
[image: image776.wmf]1

()(dddddd)

3

xyzyzzxxy

S

++++

òò

Ò


(C)  
[image: image777.wmf]()(dddddd)

xyzyzzxxy

S

++++

òò

Ò


(D)  
[image: image778.wmf]()dd()dd()dd

xyyzyzzxzxxy

S

+++++

òò

Ò


2. 设
[image: image779.wmf]G

是从点
[image: image780.wmf])

0

,

0

,

(

a

经
[image: image781.wmf])

,

0

,

0

(

a

和
[image: image782.wmf])

0

,

,

0

(

a

再回到（
[image: image783.wmf])

0

,

0

,

a

的三角形边界，则利用Stokes公式将曲线积分
[image: image784.wmf]()d()d()d

Izyxxzyyxz

G

=-+-+-

ò

Ñ

化为第一类曲面积分的形式为（        ）.

(A) 
[image: image785.wmf]111

333

dS

xyz

zyxzyx

S

¶¶¶

¶¶¶

---

òò

；           (B) 
[image: image786.wmf]111
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D

dS

xyz

zyxzyx

¶¶¶

¶¶¶

---

òò

 
(C) 
[image: image787.wmf]111
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dS
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zyxzyx

S

¶¶¶

-

¶¶¶
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òò

 ；           (D) 
[image: image788.wmf]111
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D

dS

xyz

zyxzyx

¶¶¶

-

¶¶¶

---

òò


解：选（
[image: image789.wmf]C

），
[image: image790.wmf]G

所张的曲面取为(：
[image: image791.wmf],

xyza

++=

, 取上侧，则利用Stokes公式将该空间第二类曲线积分化为第一类曲面积分，


[image: image792.wmf]coscoscos
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zydxxzdyyxdzdS

xyz

zyxzyx

abg
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¶¶¶

-+-+-=-

¶¶¶
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òòò
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(： 
[image: image793.wmf]zaxy

=--

, 取上侧，
[image: image794.wmf]{1,1,1}

n

=

r

，
[image: image795.wmf]d3

Sdxdy

=



[image: image796.wmf]22
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1

6d

3

1
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2
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xyz
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S
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S
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-
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ò

òò
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三、计算题

1. 计算曲面积分

              
[image: image797.wmf]23,

Ixzdydzzydzdxxydxdy

S

=++

òò


其中
[image: image798.wmf]S

为曲面
[image: image799.wmf]2

2

1(01)

4

y

zxz

=--££

的上侧。

【分析】 本题曲面
[image: image800.wmf]S

不封闭，可考虑先添加一平面域使其封闭，在封闭曲面所围成的区域内用高斯公式，而在添加的平面域上直接投影即可。

【详解】 补充曲面：
[image: image801.wmf]2

2

1

:1,0

4

y

xz

S+==

，取下侧. 则


[image: image802.wmf]1

23

Ixzdydzzydzdxxydxdy

S+S

=++

òò



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image803.wmf]1

23

xzdydzzydzdxxydxdy

S

-++

òò


              =
[image: image804.wmf](2)3

D

zzdxdydzxydxdy

W

++

òòòòò


其中
[image: image805.wmf]W

为
[image: image806.wmf]S

与
[image: image807.wmf]1

S

所围成的空间区域，D为平面区域
[image: image808.wmf]2

2

1

4

y

x

+£

.

   由于区域D关于x轴对称，因此
[image: image809.wmf]30

D

xydxdy

=

òò

. 又


[image: image810.wmf](2)3

zzdxdydzzdxdy

WW

+=

òòòòòò

=
[image: image811.wmf]11

00
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z

D

zdzdxdyzzdz

pp
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其中
[image: image812.wmf]z

D



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image813.wmf]2

2

:1

4

y

xz

+£-

.

2. 计算曲面积分
[image: image814.wmf](

)

3

222

2

xdydzydzdxzdxdy

I

xyz

++

=

å

++

òò

Ò

，其中
[image: image815.wmf]å

是曲面
[image: image816.wmf]222

224

xyz

++=

的外侧。

【解析】
[image: image817.wmf]2223/2

()

xdydzydxdzzdxdy

I

xyz

S

++

=

++

òò

Ò

，其中
[image: image818.wmf]222

224

xyz

++=



[image: image819.wmf]222

2223/22225/2

2

(),

()()

xyzx

xxyzxyz
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=

¶++++

Q
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[image: image820.wmf]222

2223/22225/2

2

(),

()()

yxzy

yxyzxyz

¶+-

=

¶++++

②


[image: image821.wmf]222

2223/22225/2

2

(),

()()

zxyz

zxyzxyz

¶+-

=

¶++++

③

[image: image822.wmf]\

①+②+③=
[image: image823.wmf]2223/22223/22223/2

()()()0

()()()

xyz

xxyzyxyzzxyz

¶¶¶

++=

¶++¶++¶++


由于被积函数及其偏导数在点（0，0，0）处不连续，作封闭曲面（外侧）


[image: image824.wmf]2222

1
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16

xyzRR

S++=<<

有


[image: image825.wmf]11

11
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.

练习7.14

（7.2.8  通量与散度）
一、填空题
1. 设
[image: image826.wmf]r

F

＝
[image: image827.wmf]222222

(,,)

yzzxxy

+++

，则

[image: image828.wmf]div                      ;              

            ;

FrotF

==

rr


2. 设
[image: image829.wmf]r

F

＝（
[image: image830.wmf]222

,,

xyzxyzxyz

），则
[image: image831.wmf]()                      

gradF

=

r


3. 设
[image: image832.wmf]r

F

＝
[image: image833.wmf](sin,cos,)

zyzxyy

+-

，则

[image: image834.wmf](

)

div                      ;    div       

               ;

FrotF

==

rr


解：1. 
[image: image835.wmf]div0

PQR

F

xyz

¶¶¶

=++=

¶¶¶

r



[image: image836.wmf]222222

rot22()2()

ijk

Fyzixzjxyk

xyz

yzzxxy

¶¶¶

=---+-

¶¶¶

+++

r

＝

（

）


2. 
[image: image837.wmf]{

}

2,2,2

gradFxyzxyzxyz

=

r


3. 
[image: image838.wmf]rot00

sincos

ijk

Fijkj

xyz

zyzxyy

¶¶¶

==++=

¶¶¶

+-

r

；


[image: image839.wmf]div()0

rotF

=

r


二、选择题

1. 流体以速度
[image: image840.wmf](

)

22

Vxyj

=+

r

r

穿过曲面
[image: image841.wmf]S

的流量可表示为（B  ）
（A）
[image: image842.wmf](

)

22

dd

xyyz

S

+

òò

             （B）
[image: image843.wmf](

)

22

dd

xyzx

S

+

òò


（C）
[image: image844.wmf](

)

22

dd

xyxy

S

+

òò

             （D）
[image: image845.wmf](

)

22

d

xyS

S

+

òò


2. 向量
[image: image846.wmf]yizjxk

=++

ur

r

rr

A

向量沿闭曲线
[image: image847.wmf]G

（从
[image: image848.wmf]z

轴正向看去为逆时针方向）
[image: image849.wmf]2222

0

xyza

xyz

ì

++=

í

++=

î

的环流量可表示为（A ）
（A）
[image: image850.wmf]ydxzdyxdz

G

++

ò

Ñ

             （B）
[image: image851.wmf]ydydzzdzdxxdxdy

G

++

òò


（C）
[image: image852.wmf]ydxzdyxdz

G

-++

ò

Ñ

             （D）
[image: image853.wmf]ydydzzdzdxxdxdy

S

++

òò


3. 向量
[image: image854.wmf]2

Ayixyjxzk

=++

ur

r

rr

的散度为（ C ）  

（A）
[image: image855.wmf]2

(,,)

yxyxz



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image856.wmf]2

x

    (B)
[image: image857.wmf](0,0,0)

    (C)
[image: image858.wmf]2

x

    (D)
[image: image859.wmf]2

yxyxz

++


解：
[image: image860.wmf]2

PQR

divAx

xyz

¶¶¶

=++=

¶¶¶

r


三、计算题

求向量
[image: image861.wmf]yzixzjxyk

=++

ur

r

rr

A

的散度，并计算此向量穿过曲面
[image: image862.wmf])

0

(

2

2

2

h

z

a

y

x

£

£

=

+

的侧面（流向外侧）的通量和穿过整个表面的通量. 
解：（1）
[image: image863.wmf]0

PQR

divA

xyz

¶¶¶

=++=

¶¶¶

ur

，

（2）计算此向量穿过曲面
[image: image864.wmf])

0

(

2

2

2

h

z

a

y

x

£

£

=

+

的侧面（流向外侧）的通量为


[image: image865.wmf]yzdydzxzdzdxxydxdy

S

F=++

òò


曲面
[image: image866.wmf]222

:(0)

xyazh

S+=££

，不封闭，补两张曲面：
[image: image867.wmf]1

:0()

z

S=

取

下

侧

， 
[image: image868.wmf]2

:(()

zh

S=

取

上

侧

，使得
[image: image869.wmf]12

S+S+S

封闭，取外侧

[image: image870.wmf]1212
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