
1  定义： 

2  运算法则：（1）四则运算（2）复合函数 

3  性质：（1）有界性 （2）唯一性 （3）保号性 

  （4）有界函数与无穷小量的乘积是无穷小量。 

  （5） )()()(lim xAxfAxf α+=⇔= ， 

其中 0)(lim =xα 。 

4  无穷小量的阶： 

第一章主要内容
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一
 

、极限



5  求极限的方法： 

(1)  定义，运算法则及性质; 

(2)  夹逼定理； 

(3)  单调有界原理（求数列极限）； 

(4)  单侧极限与极限的关系； 

(5)  两个重要极限： 
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常用的等价无穷小量：  当 0→x 时 , 

    xx ~sin ，   xx ~tan ，     xx ~)1ln( +  

xx ~arcsin ， xx ~arctan ，  xe x ~1− , 

2

2
1~cos1 xx− ,  xxax ln~1−  

xx αα ~1)1( −+  ,  
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(6)  利用等价无穷小代换； 

(7)  罗必达法则（注意应用条件）; 

（8） 利用泰勒公式。 



1  定义： )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

； 0lim
0

=Δ
→Δ

y
x

。 

2  性质： （1）初等函数在其定义域内是连续的。 

（2）连续等价与左右连续且相等。 

3  间断点的类型： （1）第一类间断点； 

（2）第二类间断点。 

二
 

、连续性
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4  闭区间上连续函数的性质： 

（1） 零点存在定理； 

（2） 介值定理； 

（3） 最大值，最小值定理； 



1、导数的定义
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函数 )(xf 在点 0x 处可导⇔左导数 )( 0xf−′ 和右 

导数 )( 0xf+′ 都存在且相等. 

第二章主要内容



2、基本导数公式
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3、求导法则

设 )(),( xvvxuu ==  可导，则 

（1） vuvu ′±′=′± )( , （2） uccu ′=′)(  (c是常数), 

（3） vuvuuv ′+′=′)( , （4） )0()( 2 ≠
′−′

=′ v
v

vuvu
v
u .  

(1) 函数的和、差、积、商的求导法则

(2) 反函数的求导法则

.
)(

1)(

,)()(

y
xf

xfyyx

ϕ

ϕ

′
=′

== 则有的反函数为如果函数
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(3) 复合函数的求导法则
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ϕ

ϕϕ
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或导数为

的则复合函数而设

(4) 对数求导法
先在方程两边取对数,然后利用隐函数的求导方

法求出导数.
适用范围:

.)( )( 的情形数多个函数相乘和幂指函 xvxu
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(5) 隐函数求导法则
用复合函数求导法则直接对方程两边求导.
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(6) 参变量函数的求导法则
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注意：1、熟记求导公式； 

2、复合函数求导要熟练掌握； 

3、求分段函数在分段点处得到是要用定义。



4、高阶导数
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记作阶导数的
阶导数的导数称为函数的函数一般地
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莱布尼兹公式.
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常用的 高阶导数公式
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= 即或记作的微分于自变量增量

相应在点为函数并且称可微在点
则称函数无关的常数是与其中成立

如果在这区间内
及在某区间内有定义设函数

5、微分的定义

定义

.的线性主部叫做函数增量微分 ydy Δ (微分的实质)
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6、导数与微分的关系

.)(,)(
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00

0

xfAxxf
xxf

′=且处可导在点
可微的充要条件是函数在点函数定理

7、
 

微分的求法

dxxfdy )(′=

求法：计算函数的导数，乘以自变量的微分.
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函数和、差、积、商的微分法则
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8、
 

微分的基本法则

微分形式的不变性

的微分形式总是
函数是自变量还是中间变量无论 )(, xfyx =

dxxfdy )(′=
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基本初等函数的微分公式
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9、导数和微分的求法

1. 正确使用导数及微分公式和法则

2. 熟练掌握求导方法和技巧

(1) 求分段函数的导数

注意讨论分界点处左右导数是否存在和相等

(2) 隐函数求导法 对数微分法

(3) 参数方程求导法 极坐标方程求导

(4) 复合函数求导法 (可利用微分形式不变性)

转化

(5) 高阶导数的求法 逐次求导归纳 ;
间接求导法; 利用莱布尼兹公式.
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第三章内容小结：

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

罗尔(Rolle)中值定理： 

 

若 )(xf 在 ],[ ba 上 连 续 ， 在 ),( ba 内 可 导 ， 且
)()( bfaf = ，则在 ),( ba 内至少存在一点 )( ba <ξ<ξ ，

使得： 0)( =′ ξf             

拉格朗日(Lagrange)中值定理： 

 

若 )(xf 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内可导，则在 ),( ba 内

至少存在一点 )( ba <ξ<ξ ，使得：
ab

afbff
−
−

=′ )()()(ξ  

一、微分中值定理： 



柯西(Cauchy)中值定理： 

  设 )(xf 和 )(xg 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内可导，且

)(xg′ 在 ),( ba 内每一点处均不为零，则在 ),( ba 内至少

有一点 )( ba <ξ<ξ ，使得：
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)(

)()(
)()(

ξ
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二、洛比达法则：注意应用的条件
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三、泰勒公式：
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麦克劳林(Maclaurin)公式

——带拉格朗日余项的麦克劳林公式

——带佩亚诺余项的麦克劳林公式
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常用函数的麦克劳林公式
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时当 0→x



.)(0)(
)(0)(
单调减少，则若
单调增加；，则若

xfyxf
xfyxf

=<′
=>′

1  函数单调性的判定法：

四、导数的应用
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(1) 若 ),( 00 xxx δ−∈ 时 ， 0)( >′ xf ； ),( 00 δ+∈ xxx 时 , 
0)( <′ xf ，则 )(xf 在 0x 处取得极大值. 

(2) 若 ),( 00 xxx δ−∈ 时， 0)( <′ xf ； ),( 00 δ+∈ xxx 时，
0)( >′ xf ；则 )(xf 在 0x 处取得极小值. 

(3) 若当 ),( 00 xxx δ−∈ 及 ),( 00 δ+∈ xxx 时, )(xf ′ 的符号
相同，则 )(xf 在 0x 处无极值. 

定理1 (第一充分条件)：

2  函数极值的判定法



设 )(xf 在 0x 处具有二阶导数,且 0)( 0 =′ xf ,
0)( 0 ≠′′ xf , 则 

(1) 当 0)( 0 <′′ xf 时, 函数 )(xf 在 0x 处取得极大值；
(2) 当 0)( 0 >′′ xf 时, 函数 )(xf 在 0x 处取得极小值。

定理2(第二充分条件)
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3  求极值的步骤:

);()1( xf ′求导数
及不可导点。的根求驻点，即方程 ;0)()2( =′ xf

;,)(
)()3(

判断极值点在该点的符号或
的正负号在驻点及不可导点左右检查

xf
xf

′′
′

.)4( 求极值



求最值的步骤:

（1）求驻点和不可导点;
（2）求区间端点及驻点和不可导点的函数值，

 
比较

大小，最大的就是最大值，最小的就是最小值。

4 最大值、最小值问题
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实际问题求最值:（1）建立目标函数;
（2）求最值;

最小值）．即为所求的最大值（或
点，则该点的数值若目标函数只有唯一驻注意:



;],[)(,0)()2(
;],[)(,0)()1(

),(
,),(,],[)(

上的图形是凸的在则
上的图形是凹的在则

内若在
内具有二阶导数在上连续在设

baxfxf
baxfxf

ba
babaxf

<′′
>′′

5 曲线的凹凸与拐点
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（1）凹凸性的定义、拐点的定义：

（2）凹凸性的判别：

（3）求拐点的步骤：

（1）求出 0)( =′′ xf 的所有零点； 

（2）求出 )(xf ′′ 不存在的点（但 )(xf 在此点有定义）；

（3）考查 )(xf 在这些点左右的凹凸性。 



.
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3
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yk
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=6 曲率：曲率
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7 渐近线：

(1)水平渐近线：

.)(

)()(lim)(lim

的一条水平渐近线就是那么

为常数或如果

xfyby

bbxfbxf
xx

==

==
−∞→+∞→

（2）斜渐近线

,)(lim a
x
xf

x
=

∞→
.])([lim baxxf

x
=−

∞→

.)( 的一条斜渐近线就是曲线那么 xfybaxy =+=

曲率半径 ,1
k

=ρ



确定函数 )(xfy = 的定义域，间断点。对函数进行
奇偶性、周期性等性态的讨论； 

8、函数作图的步骤

第一步

第二步 求出 0)( =′ xf 的点和 )(xf ′ 不存在的点，即求出 )(xf
的所有可能的极值点； 

第三步 求出 0)( =′′ xf 的点和 )(xf ′′ 不存在的点，即求出
)(xf 的所有可能的拐点； 
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第四步 列表，判断单调区间，凹凸区间，极值点，拐点等；

第五步 求曲线的渐近线；

第七步

第六步 必要时，定出曲线的某些特殊点，如截距等； 

作图。
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1． 利用单调性、极值、最值； 

2． 利用拉格朗日中值定理； 

3． 利用泰勒公式（带拉格朗日余项）；

4． 利用函数凹凸性的定义。 

9  证明不等式常用的方法：
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第四章内容小结

1、不定积分的概念： ;)()( CxFdxxf +=∫
2、不定积分的计算：

第一换元法（凑微分法）；

第二换元法（变量替换法）；

分部积分法。
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常用的凑微分公式：
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基本积分表

;||ln)3( ∫ += Cx
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=∫ dxe x)10( ;Ce x + =∫ dxa x)11( ;
ln

C
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;|tansec|lnsec)14( ∫ ++= Cxxxdx

;|cotcsc|lncsc)15( ∫ +−= Cxxxdx
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第五章内容小结
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1、定积分的概念：

],[},{max,)(lim)( 1110 iiiini

n

i
ii

b

a
xxxxfdxxf −

≤≤=→
∈Δ=Δ= ∑∫ ξλξ

λ

2、定积分的几何意义：曲边梯形的面积。

3、性质： 线性性质；区间可加性；不等式的性质；

估值定理；积分中值定理



4、
 

Newton-Leibniz 公式：

的原函数，则是 )()( xfxF

5、
 

变上限积分：

,)()( ∫=Φ
x

a
dttfx

)()()()( aFbFxFdxxf b
a

b

a
−==∫

)()( xfx =Φ′

则若 ,)()(
)(

)(∫=Φ
xg

xh
dttfx推广：

).())(()())(()( xhxhfxgxgfx ′−′=Φ′



6、定积分计算法：换元法与分部积分法；

注意：

一些特殊积分：

;)()()()(
00 ∫∫ =⇒=+
TnT

dxxfndxxfxfTxf

被积函数带绝对值或被积函数是分段函数时
 定积分的计算积分。

；
奇函数

偶函数

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= ∫∫− )(,0

)(,)(2
)( 0

xf

xfdxxf
dxxf

a
a

a



(1)  平面图形的面积

(2)  体积：①
 

旋转体的体积(切片法和柱壳法)；

② 已知平行截面的面积求立体的体积。

(3)  平面曲线的弧长
(4)  变力所作的功
(5)  水的侧压力
(6)  引力

7、定积分应用
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定积分应用的常用公式

(1)  平面图形的面积

x

y

o

)(xfy =

∫=
b

a
dxxfA )(

x

y

o

)(1 xfy =

)(2 xfy =

∫ −=
b

a
dxxfxfA )]()([ 12

A A

直角坐标情形

a b a b
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如果曲边梯形的曲边为参数方程
⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(

ty
tx

ψ
ϕ

曲边梯形的面积 ∫ ′= 2

1
)()(

t

t
dtttA ϕψ

（其中 1t 和 2t 对应曲线起点与终点的参数值） 

在[ 1t , 2t ]（或[ 2t , 1t ]）上 )(tx ϕ= 具有连续导数，

)(ty ψ= 连续. 

参数方程所表示的函数
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∫=
β

α
θθϕ dA 2)]([

2
1

xo

β
θd

α

)(θϕ=r β

α
xo

)(2 θϕ=r

)(1 θϕ=r

∫ −=
β

α
θθϕθϕ dA )]()([

2
1 2

1
2
2

极坐标情形
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(2)  旋转体的体积

x dxx + x

y

o
dxxfV

b

a
2)]([∫= π

dyyV
d

c
2)]([ϕπ∫=

x

y

o

)( yx ϕ=
c

d
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xo

∫=
b

a
dxxAV )(

x dxx +a b

平行截面面积为已知的立体的体积

)( xA
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a b

y =f (x)

y

x0

求旋转体体积—
 

柱壳法柱壳法

曲边梯形 y= f (x) ，x=a,x=b,y=0 绕 y 轴旋转

x
dx
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∫π2=
b

a
xxxfV d)(



(3)  平面曲线的弧长

xo

y

a bx dxx +

} dy
弧长 dxys

b

a∫ ′+= 21

A．曲线弧为

⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(

ty
tx

ψ
ϕ

)( βα ≤≤ t

其中 )(),( tt ψϕ 在 ],[ βα 上具有连续导数 

弧长 dttts ∫ ′+′=
β

α
ψϕ )()( 22

)(xfy =

B．曲线弧为
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C．曲线弧为 )( βθα ≤≤)(θrr =

弧长 θθθ
β

α
drrs ∫ ′+= )()( 22



dxxfdyyg )()( =形如

(1)   可分离变量的微分方程

解法 ∫ ∫= dxxfdyyg )()(
分离变量法

1、一阶微分方程的解法

)(
x
yf

dx
dy

=形如(2)  齐次方程

解法
x
yu =作变量代换

机动

 

目录

 

上页

 

下页

 

返回

 

结束

第六章内容小结



11111

,)(
b
b

a
a

cybxa
cbyaxf

dx
dy

≠
++
++

= 其中形如

为齐次方程．,01 时当 == cc

，
令

0

0 ,
yYy
xXx

−=

−=

否则为非齐次方程．

(3)  可化为齐次的方程

解法
化为齐次方程．

的根。是方程其中
⎩
⎨
⎧

=++
=++

0
0

111
0,0 cybxa

cbyax
yx
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(4) 形如  )( cbyaxf
dx
dy ++=  cba ,, 是常数。 

解法
 

令 cbyaxu ++=



非齐次微分方程的通解为

∫+∫=
−

∫
dxxPdxxP eCdxexQy )()( ])([

)()( xQyxP
dx
dy

=+形如

(5)  一阶线性微分方程

,0)( ≡xQ当 上方程称为齐次的．

上方程称为非齐次的.,0)( ≡xQ当

齐次方程的通解为 .
)(∫=

− dxxP
Cey解法
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解法 ,1 α−= yz令

.))1)((( )()1()()1(

1

∫ +∫−∫=

=
−−−

−

CdxexQe

zy
dxxPdxxP αα

α

α

(6)  伯努利(Bernoulli)方程

αyxQyxP
dx
dy )()( =+形如

方程为线性微分方程.时，当 1,0=α

方程为非线性微分方程.时，当 1,0≠α
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2、可降阶的高阶微分方程的解法

解法

),(xPy =′令

特点 .y不显含未知函数),()2( yxfy ′=′′

型)()1( )( xfy n =
接连积分n次，得通解．

型

解法

代入原方程, 得 )).(,( xPxfP =′
,Py ′=′′
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),( yPy =′令

特点 .x不显含自变量),()3( yyfy ′=′′ 型

解法

代入原方程, 得 ).,( Pyf
dy
dpP =

,
dy
dpPy =′′



3、二阶常系数齐次线性方程解法

)(1
)1(

1
)( xfyPyPyPy nn

nn =+′+++ −
−形如

n 阶常系数线性微分方程

0=+′+′′ qyypy 二阶常系数齐次线性方程

)(xfqyypy =+′+′′ 二阶常系数非齐次线性方程

解法 由常系数齐次线性方程的特征方程的根确
 定其通解的方法称为特征方程法.
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0=+′+′′ qyypy

  特征根的情况      通解的表达式 
实根 21 rr ≠  

实根 21 rr =  

复根 βα ir ±=2,1

xrxr eCeCy 21

21 +=  
xrexCCy 2)( 21 +=  

)sincos( 21 xCxCey x ββα +=
 

 

特征方程为
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02 =++ qprr



01
)1(

1
)( =+′+++ −

− yPyPyPy nn
nn

特征方程为 01
1

1 =++++ −
−

nn
nn PrPrPr

特征方程的根 通解中的对应项

rk重根若是 rxk
k exCxCC )( 1

110
−

−+++

βα i
k
±复根
重共轭若是

xk
k

k
k

exxDxDD

xxCxCC
αβ

β

]sin)(

cos)[(
1

110

1
110

−
−

−
−

++++

+++

推广：n 阶常系数齐次线性方程解法
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4、二阶常系数非齐次线性微分方程解法

)( xfqyypy =+′+′′ 二阶常系数非齐次线性方程

型)()()1( xPexf m
xλ=

解法
 

待定系数法.

,)(xQexy m
xk λ=设

⎪⎩

⎪
⎨

⎧
=

是重根
是单根
不是根

λ
λ
λ

2
,1

0
k
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型]sin)(cos)([)()2( xxPxxPexf nl
x ωωλ +=

],sin)(cos)([ )2()1( xxRxxRexy mm
xk ωωλ +=设

次多项式，是其中 mxRxR mm )(),( )2()1( { }nlm ,max=

⎩
⎨
⎧

±
±

=
.1
;0

是特征方程的单根时
不是特征方程的根时

ωλ
ωλ

i
i

k
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形如   )(2

2
2 xfqy

dx
dypx

dx
ydx =++  

的方程称为欧拉方程，其中 qp, 是常数。 

作变量变换 ,ln xtex t == 或

,1
dt
dy

xdx
dt

dt
dy

dx
dy

== ,1
2

2

22

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

dt
dy

dt
yd

xdx
yd则

5、欧拉方程
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代入原方程得 )()1(2

2
tefqy

dt
dyp

dt
yd =+−+

6、一阶线性微分方程组：消元法；



(1) 找出事物的共性及可贯穿于全过程的规律列方程.

常用的方法:

1)  根据几何关系列方程；
2)  根据物理规律列方程；

3)   利用微元法列方程；

7、解微分方程应用题的方法和步骤
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（1）
 

比例关系；
（2）牛顿第二定律；



确定定解条件 ( 个性
 

)
初始条件
边界条件
可能还要衔接条件

(4) 分析解所包含的实际意义
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(2) 利用反映事物个性的特殊状态确定定解条件.

(3) 求通解, 并根据定解条件确定特解. 
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